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Leyes de Conservacién

En términos generales, dado una funcién de flujo f de una variable w,

que es conservada dentro de un volumen fijo V con superficie (2, la
ecuacién de balance se escribe como

/f~dQ:a/udV
Q ot Jy

Utilizando el teorema de la divergencia,

/f-dQ:—/V-de
Q 1%

Como el volume V es fijo,

n / udV = / ay

V]



Leyes de Conservacién

Entonces,

—dV— /V fdy

Finalmente, como esta relac10n es valida para cualquier volumen V),

ou
o f—
8t+v 0

NOTA: Partimos de una Ley de Conservacién definida sobre cierto
volumen de control para derivar una ecuacién diferencial parcial. Sin
embargo, la fisica del problema esta completamente capturada
en las ecuaciones originales de balance.



Ejemplo: Ecuacién de Adveccion-Difusion

Por ejemplo, la ecuacion de adveccién-dispersion para casos con p = pg

puede ser escrita definiendo un flujo,

f=vC-DVC

Entonces la ecuacién de balance de masas se escribe como,

aC
- f =
o TV 0
%+v-(v0)—pv20:o

que es una EDP de segundo orden.



Volimenes Finitos

Resolver,
/ f-dQ = 9 / udV
Q ot Jy

ou
o f =
8t+v 0

en vez de,

Para eso necesitamos definir voliimenes finitos y expresiones para
evaluar flujos. Expresiones basadas en volimenes finitos satisfacen
las ecuaciones de balance por construccion si tenemos cuidado en
definir las aproximaciones de los flujos.



Ejemplo: Aplicaciéon de Volumenes Finitos

Como ejemplo tomemos la ecuacién de conduccién de calor,
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Tomando el volumen de control,
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La ecuacién original puede ser reemplazada por la siguiente expresion,

F,—F.=5Ax



Ejemplo: Aplicaciéon de Volumenes Finitos (cont.)

F,—F.=SAx
Los flujos son definidos como,
orT oT
Fy,=—-Ky,— Fo=-K.—
v Yoz, ¢ “ox |,

Para evaluar las derivadas debemos hacer una suposicién respecto a la
distribucién de temperatura en cada volumen. Por ejemplo, constante o
lineal.




Ejemplo: Aplicaciéon de Volumenes Finitos (cont.)

El supuesto de distribucién constante no es bueno porque las derivadas
no estan definidas en los bordes de los volimenes. Entonces asuminos
distribucién lineal,
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Ejemplo: Aplicaciéon de Volumenes Finitos (cont.)

Reemplazando en,

F,—F.=5Ax

obtenemos,

Tp — T T —T

g, e Tw e Te—Te
0Ty 0,

Asumiendo medio homégeneo (Kyw = Kg = K) y grilla regular

(6xy = 0z = Ax),

SAz

K
(Al‘)2 (TE —2Tp +Tw) =5
07
K
(Az)? (Tiy1 — 2T +Ti—1) =S

Idéntica a la expresion de Diferencias Finitas!!!!



Ejemplo: Aplicaciéon de Volumenes Finitos (cont.)

Volviendo a la expresion de volumenes finitos,

Tp —Tj Ty — T,
P W+K€ E P _ Ay
0%y 0%,

— K,
podemos escribir estd expresion de forma mas econdémica,

apTlp = apgTg + awTw + b
donde,

K. Ky

aE ap =ag +aw; b=SAx

= 5z, Ay = R;
Extendiendo a 2D y 3D,

apTp = g a;T; +b; i = vecinos
i
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Voliimenes Finitos: Condiciones de Conservaciéon

aplp = E a;T; +b; i = vecinos

(2

Entonces, valor de Tp es una combinacién lineal de los valores de 1" en
los nodos vecinos. Esto implica que los coeficientes a; deben satisfacer
ciertas restricciones,

» a; > 0. Esta condicién es directa de la expresién anterior, pero
también tiene bases fisicas porque aumentos en 7; deben
contribuir de forma positiva en Tp.

» ap = Y a;. Demostracién simple, si sistema alcanza régimen

K2
estacionario T; = Ty, entonces Tp = Tj solo si esta condicion se
cumple.



Volumenes Finitos: Flujos

Una condicién adicional para la consistencia de la formulacién es que
las expresiones para evaluar los flujos deben ser continuas a
través de los bordes.

Por ejemplo, qué pasa si Kp # Kg?

Flujo F, evaluado en volumen P,

T —Tp
FP = _Kp—=_—=
¢ P 0T,
Flujo F, evaluado en volumen F,
Ty —Tp
FP = _Kp=—= —*
w E 0T,

Entonces, FI' # FZ. Esto no es fisicamente posible y resulta en que la
solucién numeérica no satisface la ecuacién de conservacion original.
Ademsds, esto se puede manifestar en problemas de estabilidad u
oscilaciones de la solucion.



Volimenes Finitos: Flujos (cont.)

Discontinuidad de los flujos desaparece si usamos una aproximacién
Unica para K.

Por ejemplo, K. = (Kp + Kg) /2 . Esto resuelve el problema de
discontinuidad pero los flujos calculados con esta aproximacion
no son fisicamente correctos.

El coeficiente equivalente para el caso de coeficientes discontinuos es,

2KpKpg 2
K= ke - L4 2

P E Kp + Ks
Entonces, el coeficiente equivalente es igual la media armodnica de
los coeficientes.



Volimenes Finitos: Flujos (cont.)

Los flujos también pueden ser discontinuos dependiendo de las
funciones que se usen para aproximar las variables. Por ejemplo,

Pendiente desde la izquierda Pendiente desde la derecha
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Extension a multiples dimensiones




Staggered grid
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Condiciones de Borde
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