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Curso hasta ahora . ..

Ecuacién de onda (hiperbélica, problema de valor inicial)
0%u 5 0%u
e e
ot? Ox?

Ecuacién de difusién (parabédlica, problema de valor inicial)

ou 9%u
- _pZ=
ot 0z2

Ecuacién de Poisson (eliptica, problema de valore de borde):
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Soluciones numéricas

Puntos a considerar para implementar soluciones numéricas:

» Métodos para calcular soluciones de Problemas de Valor Inicial
pueden ser inestables = estabilidad es un punto importante a
considerar.

» En cambio estabilidad no es tan importante en la solucién de
Problemas de Valor de Borde. Sin embargo, eficiencia en la
resolucién de sistemas lineales muy grandes, si es importante.



Soluciones numéricas

Estrategia general para la solucién de EDPs:

Evaluar la solucién (variables independientes) en un nimero finito
de puntos (malla o grilla).

Aproximar derivadas en término de los valores conocidos en los
nodos de la grilla.

Reemplazar derivadas temporales por alguna de las
discretizaciones estudiadas para resolver Problemas de Valor
Inicial.

Reducir la(s) ecuacién(es) diferencial(es) parcial(es) y condiciones
de borde a un sistema de ecuaciones algebraicas. En el caso de
EDPs no lineales, es necesario linearizarlas para conseguir un
sistema lineal.



La forma mas simple de representar derivadas es aproximarlas por
expresiones finitas basadas en los valores de las variables dependientes
en los nodos de la grilla.

Esta técnica se denomina Diferencias Finitas.
Por ejemplo, tomando una grilla bidimensional con espaciamiento
Ax = Ay = A, tenemos

oz A

Notacion: u(z;,y;) = uij y u(z; + A, y;5) = wit1
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Diferencias Finitas

Del tema anterior sabemos que es posible derivar diferentes
aproximaciones ( de distinto orden) para estimar derivadas.

Aplicando series de Taylor,

9%u

o4 U (Az)?
Ox?

A
2

ou
) A yYj) = iy Y1
u(z; + Az, y;) = ws, yi) + D

+ ...

TiyYi TiyYi

Entonces podemos encontrar una aproximacion para la primera
derivada,

ou

Oul  _ Uit1j — Uiy
ox

N + O(Ax)

1]
El término O(Ax) corresponde al error de truncacion de la

aproximacion de diferencia finita de la derivada. En este caso el error
es orden Ax.



Diferencias Finitas (cont.)

Otras aproximaciones para la primera deriva también pueden ser
derivadas a partir de la serie de Taylor.

Por ejemplo,

n 9%
x PR
O0x?

ou

oz

(Aa)?

A

TiyYi

u(z; — Az, y;) = u(xg, yi) — + ...

TiyYi

Entonces, la aproximacién hacia atras de la primera derivada usando
diferencias finitas es,

crLu
ox

_ Uiy — Ui

AL + O(Ax)

,L'7j



Diferencias Finitas (cont.)

También es posible derivar aproximaciones de mas alto orden.

Por ejemplo, restando las aproximaciones para u(z; + Az, y;) y
u(x; — Az, yp) obtenemos,

ou| U1 — U1

o 2
ox i 2Ax +0 ((Aac) )

Este aproximacién es de segundo orden en Az. Esto quiere decir que el
error de truncacién (ET) de la aproximacién satisface,

|ET| < ClAz]* Az —0



Diferencias Finitas (cont.)

También podemos encontrar expresiones para derivadas de mas alto
orden.

Por ejemplo, sumando las aproximaciones para u(z; + Ax,y;) y
u(x; — Az, y;) obtenemos,

2
Ou| w1y — 2w Ui
ox? |, (Ax)?

2,7

+ O ((A:L‘)Q)

De esta forma se pueden derivar expresiones con errores de truncacién
de distinto orden para aproximar derivadas de distinto orden.

10 / 26



Diferencias Finitas: Aproximaciones

Derivada Aproximacién Error
e o)
% . ui_gi—l O(A)
Ui+12*AUi71 O (A2)
54 Ui+1—2Au21:+u1:—1 O(AQ)
9z |, 7u¢+2+16u¢+1I:;(]A%¢+16ui717u¢,2 O(AY)

3
% i ui+2_2ui+;zzui—l_uif2 O(Az)

La gran mayoria de las EDPs que describen procesos que nos interesan
son solo de segundo orden.

(Apuntes incluye otras aproximaciones.)



Diferencias Finitas: Aproximaciones (cont.)

biEY |

fix + Ax) Cc

. 7
Central—difference /
approximation for /

the slope at B 7

Farward—difference approximation
for the slope at B

fix)

fix — Ax) . I
Backward—difference approximation

for the slope at B

x — Ax x x + Ax x



Diferencias Finitas: Stencil




Diferencias Finitas: Stencil (cont.)

Aproximaciones de orden mas alto producen soluciones mas precisas al
costo de utilizar més nodos de la grilla (stencils mas amplios) = nodos

cercanos a los bordes deben ser tratados de forma especial.

;\
s + h o c i

N LN T

4

Ficure 1.

schemes. (b) Computational stencil near the boundary.

(a) Computational stencils for the 9 and 17 point



Ejemplo: Flujo en un acuifero confinado 1D

Ecuacién que describe la distribuciion de carga hidraulica en un
acuifero confinado es,

0%h oh 0%h oh
Toz =% ° Paz~%

Con condiciones iniciales y de borde,

h(z,t = 0) = Hipieiat(z),  h(z = 0,t) = Ho(t), hz = L,t) = Hp(t)

Aplicando una aproximacion central para la segunda derivada espacial
obtenenemos,

% - % [his1 (£) = 2h;(t) + hi—1(2)]



Ejemplo: Flujo en un acuifero confinado 1D (cont.)

Aplicando una aproximacién de primer orden explicita para aproximar
la derivada temporal obtenemos,

htt—nr D

A7 = A2 (A1 — 207 + hi 4]

Reordenando términos,

Wit =D By — 27 + By ] + Y
donde D = DAt/A2.



Ejemplo: Flujo en un acuifero confinado 1D (cont.)

La ultima expresién puede ser escrita en notacién matricial como,

h"t!' = A.h"

donde h™ = {hg,h},... ki } y la matriz A es tridiagonal con
elementos Aiﬂ' =1- 2D, y AZ'JrLi = Aiflji =D.

Qué pasa con las condiciones de borde?
n __ n n o __ mn
0 = Hy N=Hp

Esto se puede incorporar tomando Agg =1, Ap1 =0y
Avny=1 Anxn-1=0.

Esta alternativa es facil pero ineficiente cuando hay muchos nodos en
los bordes.



Ejemplo: Flujo en un acuifero confinado 1D (cont.)

Otra alternativa es observar que en los bordes,
Rt = B + D [hYy — 2h7 + h]
= hl + D [hy — 2h}] + Dhg
Lo cual puede ser reescrito como,
h"*'=A.h"+b
donde h = {hy,...,hy_1} y b= {DH},0,...,0,DH}}.

En este caso la matriz A tiene (N — 2)x(N — 2) elementos en vez de los
NxN elementos de A.

Si N = 10000, A tiene ~ 3,9996 - 10* elementos menos que A.



Ejemplo: Flujo en un acuifero confinado 1D (cont.)

Qué pasa si usamos una aproximacién implicita para la derivada
temporal?

h?ﬂ — hif D n+1 n+1 n+1
At A2 [hi+1 =2k + hi—l]

que se puede escribir como,
Ah"t! —
donde A;; =1+2Dy A;;—1 = Ajiv1 = —D.
También posible reescribir como,
A" =h" +b
o simplemente,

Ah"! =b



: Flujo en un acuifero confinado 1D (cont.)

Entonces, para calcular la solucién en el tiempo n + 1 debemos
resolver un sistema lineal dado por una matriz sparse. La matriz
A es sparse si tiene la mayoria de los elementos iguales a
cero.

Este es el tipo de matriz que resulta al aplicar la gran
mayoria de métodos numéricos para resolver EDPs.

Métodos tradicionales para invertir la matriz A (ej.
Eliminacién Gausiana) requieren del orden de O(N?)
operaciones y requieren almacenar todos los coeficientes de la

matriz (O(N?)).

Existen varios métodos para resolver este tipo de sistemas que
aprovechan la estructura de la matriz para ahorrar memoria (solo
los coeficientes que son no ceros son almacenados o para acelerar el
céomputo).



Sistema tridiagonal: Algoritmo de Thomas

La discretizacién de una EDP en 1D con un stencil de tres puntos,
genera una matriz tridiagonal, tal que el sistema lineal se puede
expresar como:

bix1+cizo=dy ; i=1
a;Ti—1 +bix;+cicip1=d; 5 1=2,...,N—1
anTp-1 +bprp=d, ; i1=N

Existe un algoritmo para resolver este tipo de sistemas conocido como
Algoritmo de Thomas que consiste en transformar el sistema para
obtener una matriz diagonal superior y luego aplicar sustitucién
inversa con un costo O(N).



bix1+ciza=dy ; i=1
a;Ti—1 +bix; +cicip1=d; ; 1=2,...

anTn-1 +bprn=d, ; =N

ai _
. by 1=1
;=
¢ _ .
bi—Ci—1a;’ " 2,...m—1
N d i=1
_ b1
d=9 4
i—di—1a; _
bi—¢i—1a;’ =2,...,m
Ty = dn

N

[~}



Ejemplo: Flujo en un acuifero confinado 2D

La distribucion de carga hidrdulica en un acuifero confinado 2D es
modelado por,

2h 92 oh 2, Oh

Aplicando diferencias finitas en un stencil de 5-puntos y una
aproximacién explicita para discretizar la derivada temporal,

7,7—1

n+1 n n n n n
hij = hiy D hith; — 203 + Ry ; byl —2h7; + Ry
At (Afﬁ) (Ay)

Asumiendo Ax = Ay = A y tomando D = DAt/A,

h”“ (1—4D)hij+ D (hPyyj + By + i1 + b y)



Ejemplo: Flujo en un acuifero confinado 2D (cont.)

Si definimos un orden para los nodos de la grilla, tal que podemos
asignar un numero unico a cada nodo k =i - N, 4 j; entonces podemos
escribir las expresifon anterior en notacién matricial,

hn+1 — Ah"

donde,
App=1-4D,

App1p = Ap—1p = ANy kb = Ap—nNp e = 1

En este caso el tamano de la matriz A es NxNN con N = N, - N,,.

Por ejemplo, si N, = N, = 1000 obtenemos una matriz de 105x108
elementos, pero con solo 5N — 2(N, — 1) coeficientes que son no cero.
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ure 19.0.3. Matrix structure derived from a second-order elliptic equation (here equation 19.0.6). All
ments not shown are zero. The matrix has diagonal blocks that are themselves tridiagonal, and sub-

ef
and super-diagonal blocks that are diagonal. This form is called “tridiagonal with fringes”” A matrix this
sparse would never he stored in its full form as shown here 25 /26



Matrices sparse

En este caso es incluso mas importante utilizar un sistema de
almacenamiento eficiente de la matriz para no requerir O(N?) espacio
de memoria.

También es importane utilizar algoritmos 6ptimos para la solucién del
sistema lineal. Existen dos tipos:

Q@ Direct Sparse Solvers: Invierten la matriz requeriendo un minimo
de espacio adicional para guardar resultados intermedios. Ejemplo:
UMFPACK, MUMPS, PARDISO (Intel MKL), etc.

© Meétodos iterativos: Evitan invertir la matriz. En general, solo
requieren multiplicaciones y adiciones de matrices y vectores . La
principal desventaja es que la convergencia no esté garantizada.
En algunos casos pueden requerir mucho més tiempo que los
algoritmos de resolucién directa. Ejemplos: CG (conjugate
gradient), BiCGStab, GMRES, etc.



