ECUACIONES BASICAS DE FLUJO Y TRANSPORTE EN AGUAS SUBTERRANEAS
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Este apunte incluye la derivacion de las ecuaciones basicas que describen el escurrimiento de
agua a través de un medio poroso, asi como también una revision de algunos métodos
utilizados para la resolucién de dichas ecuaciones.

1. CONSERVACION DE MASA PARA FLUJO EN UN MEDIO SATURADO

Consideremos un volumen de control rectangular como el que se muestra en la Figura 1. Este
volumen de control tiene dimensiones Ax, Ay y Az, mientras que su centro de masa P se
encuentra ubicado en las coordenadas (Xx,y,z).
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Figura1 Volumen de Control

Si no existen fuentes o sumideros dentro del area de control, la conservacion de la masa
establece:

tasa de cambio de la masa de fluido

El flujo neto de fluido en el area de dentro del volumen de control,
control, = oM
Gr —
ot

Supongamos que el vector J representa el flujo de masa (masa por unidad de area y tiempo)
de agua con densidad p en el punto P(x,y,z). Entonces:
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J=p- (1)

<

donde v es el vector de descarga especifica.

Si nos referimos a la Figura 1, el flujo neto de masa en la direccion x, G,, se puede escribir
como:

Xl x+

G)" :(JX xfg v,z _J
2

A ) Ay-Az (2)
En forma similar, en las direcciones y y z podemos escribir:

Ay _J

B P ¥
2

Ao ) Ax-Az (3)

X, *+—",z
7

x—J

x,y,2=— z
2

AZJ-Ax-Ay (4)

X, y,z+—
2

El flujo neto de masa dentro del area de control, G, esta dado por la suma de las cantidades
mostradas en las ecuaciones (2), (3) y (4); esto es:

o =,

X——,),Z X
2

Ay T J

y
X, y——,z -
2

A )-Ay-AZ+(J_ Ay ]-Ax-AZ+
2 2,_\/,2 y

X, y+—,z
2

a—=J

X,z z
2

Xyt —
2

La masa de fluido almacenada dentro del volumen de control esta dada por la densidad del
fluido, la porosidad del medio y las caracteristicas geométricas de éste, i.e:

M=p-n-Ax-Ay-Az (6)

Dado que las dimensiones del volumen de control se mantienen fijas en el tiempo, la
tasa temporal de cambio de la masa almacenada dentro de éste es:

oM 0
=Ax-Ay-Az-—(p- 7
o y at(" n) (7)

Una forma alternativa de expresar la tasa de variacion temporal de la masa almacenada dentro
del volumen de control puede ser derivada a partir de la definicion del almacenamiento
especifico, Ss. Recordemos la definicion de Ss:

g = AV, (8)
donde AV, es el cambio en el volumen de agua liberado por un volumen de acuifero V+ cuando
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la carga hidraulica cambia en un Ah. De esta forma, la tasa de variacion temporal de la masa
almacenada dentro del volumen de control Ax-Ay-Az, suponiendo que el fluido no experimenta
variacién de densidad, es igual a:

oM oh
T =p-S. Ax-Ay-Az-— 9
5 p-S V% o (9)

Considerando la conservacién de masa podemos igualar las expresiones (5) y (9). Al dividir
ambas expresiones por Ax'Ay-Az obtenemos:
x‘vfg,z J_
’ (10)

1 1
-— J, I e A
Ax )77’%2 Ay y
1 oh
_E (JZ x,y‘z+% - JZ x,y,z—% ): p . SS .E
A continuacion podemos tomar el limite de la ecuacién anterior cuando el tamano del volumen

de control se reduce, es decir, Ax—0, Ay—0, y Az—0. En este caso conviene recordar la
definicion de una derivada parcial:

-J

f\"*'g,}’,z X x‘}f-f—&‘z ¥
2 2

J)" *(Jrg .z - J"' Y—gvz a
Li e 2 Y g 11
Axl—’?g Ax ax * ( )

De esta manera, al reemplazar la definicion de una derivada parcial en la ecuacién (10)
obtenemos:

J
_(8Jx+8 },+8JZ): _Ss_ah (12)

ox dy oz o

lo que puede ser escrito en forma reducida como:

oh
—VeJ=p-5. - — 13

Si en la derivacién de la ecuacion (12) se hubiera utilizado la ecuacion (7) el resultado anterior
se habria modificado como sigue:

0
~Ves=S(pm) (14)

A continuacién tratemos de expresar la ecuacion (12) en términos de cantidades o variables de
importancia en aguas subterraneas. El lado izquierdo de la ecuacion (12) puede ser expandido
utilizando la definicion del flujo masico, J, dado por la ecuacion (1):

~VeJ=-Ve(p-v)=—pVeyv—veVp (15)
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En la mayoria de los problemas practicos, el segundo término en la ecuacion (15) es
despreciable con respecto a los otros términos en la ecuacién basica de continuidad. Por
ejemplo, en una situacion que involucra un fluido incompresible como el agua, la variacion de
densidad del fluido es practicamente nula. De esta manera, podemos escribir para la ecuacion
(12):

—Voy:Ss-% (16)
ot

en la cual se ha eliminado el segundo término en la expansion de la ecuacion (14) y se ha
dividido por la densidad del fluido.

Utilizando la ley de Darcy podemos desarrollar ain mas la ecuacion (16) para obtener una
expresion mas completa de la ecuacién basica de continuidad. En este caso, si suponemos que
el medio poroso es heterogéneo y anisotrdpico, y que ademas el sistema de coordenadas x, v,
z esta alineado con las direcciones principales de anisotropia, podemos escribir a partir de la
ley de Darcy:

oh

=—-K -— 17
v, - (17a)
N (17b)

) ay
o=k (17¢)
0z

Substituyendo la expresion de la ley de Darcy en la ecuacion basica de continuidad se obtiene:

i Kxal +i Kal +i Kzaj :Ss.aj (18)
ox ox ) oyl * dy ) oz oz ot

La ecuacion (18) es un resultado fundamental para el flujo a través de un medio poroso
saturado, bajo condiciones transientes. Si consideramos que el medio es homogéneo pero
anisotrdpico, la ecuacion (18) se puede escribir como sigue:

ah+Kvah+Kzah: S-a—h (19)
Yoy’ oz’ ot

K
T ox?

Si consideramos un escurrimiento en régimen permanente o estacionario, y que ademas el
medio acuifero es homogéneo e isotropico (K = K, = K, = constante), podemos escribir la
ecuacion (19) de la siguiente forma:

0°h 9*h 9%*h
4 _

+-—=0 20
ox*> 9y’ 0z’ (20)
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la que comunmente se conoce como la ecuacion de Laplace. En forma reducida esta ecuacion
se puede escribir como:

Vh=0 (21)
donde V? es el operador Laplaciano.

2 ECUACION DE FLUJO EN SITUACIONES ESPECIFICAS

21 Flujo a Través de un Medio Poroso No Saturado

El resultado basico en la ecuacién (14) sigue siendo valido, pero dado que el medio se
encuentra sélo parcialmente saturado la humedad 6 debe reemplazar a la porosidad n en el
término del lado derecho. De esta manera,

d

_V.lzi
ot

(p-6) (22)

De acuerdo a algunos autores (Freeze y Cherry, 1979), al expandir el término del lado derecho
se puede despreciar la variacion temporal de la densidad del fluido comparada con la variacion
temporal del contenido de humedad. De esta manera, al expandir la ecuacion (22) se obtiene:

20, 0p_ 90

—VoJ:p

“Yip. il 23
N az+ atpar (23)

reemplazando la expresion del flujo masico, J, dada en la ecuacion (1) y simplificando se
obtiene:

00
Vey= 24
% y (24)

Substituyendo la expresion de la ley de Darcy para flujo no saturado podemos escribir:

0 oh 0 oh 0 oh _8£
ax(K("’)'ax)+ay(K("/)'ay)+az(K("/)'az)_ py (25)

Finalmente, considerando que la cota piezométrica h puede ser escrita como h=y+z, podemos
reescribir la ecuacion (25) de la siguiente forma:

;(K<w>-gf)+;(z<<w>-g;f};z(K(m.[ggul]):c@)gv; 26)

donde C(l//) = 30 es la capacidad especifica de un suelo.
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2.2 Flujo en un Acuifero Confinado

En este caso supongamos que el flujo es horizontal y bidimensional, es decir v, << v,, v,. Si
repetimos los argumentos dados en un principio para desarrollar un balance de masas usando
un volumen de control de dimensiones b-Ax-Ay, podemos escribir para el flujo de agua hacia el
volumen de control lo siguiente (ver Figura 2):

N AN\ NN
h Confining
layer hs
\ \»\\ \ N N

Figura 2 Flujo en un Acuifero Confinado

donde K y T son el tensor conductividad hidraulica y el tensor transmisibilidad,
respectivamente. El flujo neto de agua que pasa a través del area de control, Gr, es:

GT :[q; : x+mv)-Ay+(q;
S

A — 4,

X—T,y
La tasa de cambio del fluido contenido dentro del volumen de control mostrado en la Figura 2 se
deriva desde la definicion de S:

X,y—

Ay—qixw)-m (28)
2 ‘”z

G AV _ Ay
A-Ah Ax-Ay-Ah

(29)

A partir de lo anterior, la tasa de variacion de la masa de fluido contenida en el volumen de
control puede ser escrita como:

oM oh
=0-S-Ax-Ay-— 30
5 P v, (30)

Al considerar las condiciones de continuidad y tomando el limite cuando el volumen de control
se hace infinitesimalmente pequefio se obtiene:
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dg. 9q, oh
— x4 Y = .S — 31
(ax ay) Promy (31)

Finalmente, al reemplazar la expresion del flujo masico a través del volumen de control se
obtiene:

i Txa—h +i Tv.% :S.aj (32)
ox ox T dy ot

donde S=Sg'b, es el coeficiente de almacenamiento, y suponiendo que x e y son las direcciones
principales de anisotropia para la transmisibilidad.

2.3 Flujo en un Acuifero no Confinado

En este caso supongamos que el flujo es horizontal y bidimensional, para lo cual recurriremos a
la hipotesis de Dupuit-Forcheimer; es decir la pendiente del nivel freatico o plano de carga es
muy pequefa con lo cual la velocidad vertical es practicamente despreciable y por lo tanto el
flujo es horizontal. La aproximacién de Dupuit nos permite escribir:

*

Q:P'h'M:_P‘h'E'Vh (33)

donde K es el tensor conductividad, h es el espesor saturado, p es la densidad del fluido y q
es el flujo de masa por unidad de ancho.

Considerando conservacion de masa sobre el volumen de control indicado en la Figura 3 nos
permite escribir, al igual que para un acuifero confinado:

Figura 3 Flujo en un Acuifero No Confinado o Libre
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oh

”ﬂ_q; & Ax=p-S-Ax-Ay-— (34)
)\yz xy+2 at

.
A —dq,

(0!
donde S es el coeficiente de almacenamiento, el cual para un acuifero confinado coincide con la
capacidad especifica, Sy, la que mide el volumen de agua que se libera de almacenamiento por
unidad de area y de cambio unitario en la carga hidraulica h. Si dividimos por Ax-Ay y luego

tomamos el limite cuando el volumen de control se hace infinitesimalmente pequefio
obtenemos:

HAXVJ'A«” q,
Ny

9 K hall +i Kv-h-a—h =S .ah

; B (35)
ox ox | dy| dy Yot

donde x e y son las direcciones principales de anisotropia para la conductividad hidraulica.
24 Flujo en un Acuifero Confinado Rodeado por Dos Estratos Permeables

Consideremos el caso de un acuifero confinado como en la Figura 2, el cual esta acotado
superior e inferiormente por estratos permeables (ver Figura 4). En este caso W, y W, son los
flujos verticales que atraviesan a través de cada estrato entrando y saliendo del volumen de
control. En este caso se supone que el flujo en el acuifero confinado es basicamente horizontal,
mientras que en los estratos confinantes (acuitardos) el flujo es vertical.

——— = Water table —--~------—--———————2-—
Unscreened aquifer 4+ W1 ho
L/ SIS 777 77777777 777777777777777 7787777, (L el

Leaky confining layer b K.S'

WIIIIIIIIVIIIIIIIIIIIIIIVIIIIRIIIIIIE VIV IIINIIIS VIIIVIIIII NI,

1&

b K.S

Aquifer 4 W2 v \

SIS/ 777777777 7777777777 7777777 '//////77/71{7//7/////4/7//
Leaky confining layer b K.,S'
WIIIIIIIIIIIIIIIIVIIIIIIIIIIINIIIIIIL FIIIIIIII IS VIIIIIIIIE. VPP

Figura 4 Acuifero Confinado Rodeado por Estratos Semipermeables

Luego de aplicar conservacion de masa al volumen de control se obtiene:

*

W Ny = pos O (36)
ox dy ot

Si dividimos por la densidad del fluido y reemplazamos la definicion de los flujos en las
direcciones x e y obtenemos:
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9 Txa—h +i Ty.aih _|_W2_Wl:S.% (37)
ox ox | dy| ~ dy ot

donde W' =p -W.
3. ECUACION DE LAPLACE

Si consideramos un escurrimiento en régimen permanente o estacionario, y que el medio
acuifero es homogéneo e isotropico (K = K, = K, = constante), podemos escribir la ecuacion
(18) de la siguiente forma:

’h 9°h o°h
+ + =
ox>  9y* oz’

0 (38)

la que comunmente se conoce como la ecuacién de Laplace. En forma reducida esta ecuacion
se puede escribir como:

Vh=0 (39)

Considerando un elemento diferencial de forma cilindrica se puede escribir la ecuacién de
Laplace en coordenadas cilindricas, las que utilizan el sistema de coordenadas (r,6,z) en vez
del sistema cartesiano (x,y,z). Utilizando este nuevo sistema de coordenadas la ecuacién de
Laplace se puede escribir de la siguiente forma:

1 oh 9*h 1 9°h 0°h
roor or’ r* 00> 9z’ (40)

Utilizando coordenadas esféricas, en las cuales el sistema cartesiano (x,y,z) se reemplaza por
un sistema de coordenadas (r,0,¢), se obtiene para la ecuacion de Laplace la siguiente
expresion:

2
izi rz-a—h +%i sene-a—h +— ! 5 -a};:o (41)
reoor or | r”-senf 00 00 | r*-sen"0 Jo

4, TRANSPORTE DE MASAS EN UN MEDIO SATURADO

4.1 Introduccion

En esta seccion consideraremos el transporte de solutos disueltos en el agua subterranea. Esto
se conoce como transporte de solutos o masas. Los métodos que se presentan en este
capitulo se basan en las ecuaciones diferenciales parciales para dispersion que han sido
desarrolladas para medios homogéneos.

4.2 Transporte debido a Gradientes de Concentracion

Un soluto en el agua se movera desde areas de mayor concentracion hacia un area de menor
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concentracién. Este proceso se conoce como difusiédn molecular, o simplemente como
difusién. El proceso de difusidon ocurre siempre que existe un gradiente de concentracion,
incluso si el fluido no esta en movimiento. La masa de fluido que se difunde es proporcional al
gradiente de concentracion, lo cual se expresa mediante la primera ley de Fick. En una
dimensidn, esta ley se escribe como:

dcC

donde
Jy es el flujo de masa de soluto por unidad de area y tiempo (M/T)
D, es el coeficiente de difusién (L%/T)
C es la concentracién de soluto (M/L?)
dC/dx es el gradiente de concentracion (M/L*/L)

El signo negativo indica que el movimiento de contaminante es desde areas de mayor
concentracion a aquellas de menor concentracién. Valores de D, son bien conocidos y se
encuentran en el rango 1x10° a 2x10° m%s a 25°C. Estos valores no varian mucho con la
concentracién, pero dependen de la temperatura.

En un medio poroso la difusion no puede ocurrir tan rapido como en el agua debido a que los
iones deben seguir caminos mas largos a través de los granos de suelo. Para tomar en cuenta
este hecho, un coeficiente de difusién efectivo, D, debe ser usado:

D' =w-D, (43)

donde w es un coeficiente que esta relacionado con la tortuosidad de un medio poroso. La
tortuosidad es una medida del efecto de la direccién del flujo seguida por una molécula de
agua en el medio poroso. El valor de w es siempre menor que 1.

4.3  Transporte por Adveccion

Solidos disueltos son llevados junto con el flujo de agua subterranea. Este proceso se
denomina transporte advectivo o convectivo. La cantidad de soluto que esta siendo
transportado es una funcién de su concentracion en el agua subterranea y de la cantidad de
agua subterranea que fluye. Para un flujo unidimensional perpendicular a una seccion
transversal del medio poroso, la cantidad de agua que fluye es igual a la velocidad promedio
lineal multiplicada por la porosidad efectiva. La velocidad promedio lineal, v,, es la velocidad a
la cual el agua subterranea se mueve a través de tubos de flujo individuales.

y = K. dh (44)
n dl

donde K es la conductividad hidraulica (L/T), n es la porosidad, y dh/dl es el gradiente hidraulico
(L/L).

El flujo de masa unidimensional, J,, debido a adveccion es igual a la cantidad de agua que fluye
multiplicada por la concentracion de sélidos disueltos:
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J.=v.n-C (45)

En el caso de un problema en el que solo existe transporte de tipo advectivo se produce el
denominado frente abrupto de concentracién. En un lado del frente abrupto la concentracién es
igual a aquella del agua subterranea que avanza, mientras que en el otro lado no existe cambio
con respecto a la concentraciéon de base. Este proceso se conoce como flujo piston, en el cual
el fluido presente en los poros es reemplazado por el fluido conducido por la solucién invasora.

Debido a la heterogeneidad de los materiales geoldgicos, el transporte advectivo en diferentes
estratos puede resultar en frentes de solutos que se dispersan a distintas tasas en cada estrato.
Si uno obtiene una muestra de agua con el propdsito de monitorear la dispersion de un
contaminante disuelto, utilizando datos obtenidos desde un pozo que penetra varios estratos, la
muestra de agua sera una mezcla de agua desde cada estrato.

4.4 Dispersion Mecanica

El agua subterranea se mueve a tasas que son mayores y también menores que la velocidad
promedio lineal. A un nivel macroscopico - esto es, sobre un dominio que incluya un volumen de
agua suficiente para que los efectos de los poros individuales sean promediados - existen tres
causas basicas para este fendémeno:

(1) A medida que el fluido se mueve a través de los poros, el movimiento es mayor en el centro
de ellos que en sus bordes.

(2) Algunas particulas de fluido se moveran a través de tubos de flujo que son mas largos que
otros.

(3) Algunos poros son mayores que otros, lo que permite que el fluido se mueva mas rapido a
través de los poros.

Si toda el agua subterranea que contiene un soluto viajara a una velocidad exactamente igual
se produciria el desplazamiento del agua que no contiene el soluto lo que daria origen a una
interface abrupta entre los dos liquidos. Sin embargo, debido a que la solucién invasora (aquella
agua que contiene el soluto) no viaja a una velocidad constante se produce un cierto grado de
mezcla a través del tubo de flujo. Este proceso de mezcla se conoce como dispersion
mecanica, y produce dilucion del soluto a lo largo del frente de avance. La mezcla que ocurre a
lo largo de la direccion del flujo se denomina dispersion longitudinal.

Un frente de soluto que avanza tiende a dispersarse en direcciones perpendiculares del flujo
debido a que en la escala de poros las lineas de flujo pueden divergir. El resultado de esta
mezcla se denomina dispersion transversal.

La dispersibn mecanica es generada como consecuencia de procesos o situaciones que
ocurren en diferentes escalas. La variabilidad en la distribucién de velocidad se produce por
efecto de la aceleracion de agua en poros mas pequeinos o debido a la tortuosidad del medio
poroso. En otros casos dispersion mecanica se crea por la presencia de estratos horizontales
de diferente conductividad hidraulica. Finalmente, existe un efecto de heterogeneidad de tipo
macroscopica en la cual zonas de diferentes conductividad hidraulica dan origen a una desigual
distribucion de velocidades.
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Si suponemos que la dispersion mecanica puede ser descrita por la Ley de Fick de difusion
(ecuacion (42)), y que la cantidad de dispersion mecanica es una funcion de la velocidad
promedio lineal, entonces podemos introducir un coeficiente de dispersion mecanica. Este
coeficiente es igual a una propiedad del medio denominada dispersividad, o, multiplicada por
la velocidad promedio lineal. Si i es la direccion longitudinal o principal de flujo, el coeficiente de
dispersion mecanica en la direccion longitudinal se define como:

Dy = o v, (468)

donde v; es la velocidad promedio lineal en la direccion i (L/T), y o; es la dispersividad en la
direccién i (L). El coeficiente de dispersidn mecanica en la direccion transversal se define como:

Dot = @, -, (46b)

1

donde v; es la velocidad promedio lineal en la direccion i (L/T), y o; es la dispersividad en la
direccion j (L).

4.5 Dispersion Hidrodinamica

Los procesos de difusion molecular y dispersion mecanica no pueden ser separados en un flujo
de agua subterranea. Los dos mecanismos se combinan para definir un parametro llamado el
coeficiente de dispersiéon hidrodinamica, D. Este puede ser representado por las siguientes
expresiones:

D, =0, v+D (47)
D, =0, -v,+D (48)

donde D, es el coeficiente de dispersion hidrodinamica paralelo a la direccion principal de flujo o
longitudinal, Dr es el coeficiente de dispersién hidrodinamica perpendicular a la direccion
principal de flujo o transversal, o; es la dispersividad longitudinal, y o7 es la dispersividad
transversal.

Uno de los efectos mas importantes de la dispersion hidrodinamica es el transporte de masa o
soluto hacia regiones que no ocuparia si s6lo un proceso de adveccién se llevara a cabo y el
transporte del frente de contaminante a una velocidad superior a la del agua subterranea.

5. DERIVACION DE LA ECUACION DE ADVECCION-DISPERSION PARA
TRANSPORTE DE SOLUTOS.

La derivacion de la ecuacion de Adveccion-Dispersion esta basada en el trabajo de Freeze and
Cherry (1979), Bear (1972) y Ogata (1970). Los supuestos o hipotesis basicas utilizadas en esta
derivacién son que el acuifero es homogéneo, isotrdpico, y saturado. Asimismo, las condiciones
de flujo son tales que la ley de Darcy es valida.

La derivacién se basa en una conservacion de masa de soluto que entra y sale de un volumen

de control infinitesimal de medio poroso. Un esquema del volumen de control infinitesimal se
muestra en la Figura 1.
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El soluto es transportado por adveccion y dispersion hidrodinamica. En la direccidon i el
transporte de soluto debido al proceso de adveccion, Japy, ¥y al de dispersién hidrodinamica,
Jpisp, queda dado por:

Sy =V, n-CdA (49)
Jpusp = =1 D, 8aC dA (50)
i

donde dA es el area transversal del elemento infinitesimal y la direccion i es perpendicular a
dicha seccion.

La masa total de soluto, por unidad de area, que es transportada en la direccién i por unidad de
tiempo, J;, es la suma del flujo advectivo y dispersivo:

Jl.=vl.-n-C—n-Dl.-EZ;j (51)
i

El signo negativo indica que el transporte dispersivo ocurre desde areas de mayor a menor
concentraciéon. La masa total de soluto que entra al volumen elemental, Jg, esta dada por la
siguiente expresion:

Jp=J,dzdy+J, dzdx+J, dxdy (52)

La masa total de soluto que sale del volumen elemental, Js, estda dada por la siguiente
expresion:

aJ

o/, “dz ) dx dy (53)

X

Z

aJ
JS:(JX+ dx)dzdy+(Jy+aydy)dzdx+[Jz+
Y

La diferencia entre la masa que entra y sale del volumen de control, AJ, queda dada por la
siguiente expresion:

oJ
AJ = o/, + >+ o, dx dy dz (54)
ox dy oz

La tasa a la cual la masa de soluto cambia dentro del volumen de control se puede escribir
como:

n- aa(; dx dy dz (55)

La ley de conservacion de la masa indica que la tasa a la cual la masa de soluto cambia en el
tiempo debe ser igual a la diferencia de masa que entra y sale del volumen de control:
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J  dJ J C
(e ¥ O, € (56)
ox dy oz ot
La expresién anterior puede ser escrita en términos vectoriales como:
-V-J=n- E)£ (57)
ot

La ecuacion (51) puede ser usada para obtener una ecuacion diferencial que describe el
transporte de un soluto conservativo, esto es uno que no interactia con el medio poroso:

9(p %), 9 p %) 2 p 2| 2. C)+i(v) C)+i(vz o)|=2€ (58)
ox ox | oyl "oy ) oz oz ox ay oz ot

En un medio homogéneo, D,, D, y D, no varian en el espacio. Sin embargo, debido a que el
coeficiente de dispersién hidrodinamica es una funcion de la direccion del flujo, por lo que
incluso en un medio isotrépico y homogéneo se tiene que D=DD,. Si consideramos un
sistema de flujo unidimensional podemos escribir:

2
e, ac_ic -
ox ox ot

En un medio homogéneo con un campo de velocidad uniforme, cuya direccién es paralela al eje
X, la ecuacion de transporte de un soluto se puede escribir como:

2 2
L 9C, o ¥C_ac_ac

g e 60
o Yax o (60)

Si consideramos un escurrimiento radial hacia un pozo de bombeo, la ecuacion de transporte
de soluto puede ser escrito como:

i Da£ +28£_u8£:a£ 61)
or or r or or ot

donde r es la distancia radial desde el pozo de bombeo, u es la velocidad de poros, la que se
puede escribir como:

_ 0
u_Z-n'-n-b-r (62)

donde Q es la tasa de bombeo, n es la porosidad y b es el espesor saturado de la napa.

6. TRANSPORTE DE MASA CON REACCIONES

Las ecuaciones presentadas hasta este punto describen los procesos de adveccion, dispersion
mecanica y difusion. Si existen reacciones quimicas o bioldgicas, la ecuacion basica debe ser
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modificada agregando términos que incluyen la existencia de fuentes o sumideros dependiendo
si la masa de soluto es producida o es consumida. El esquema de balance de masas que
describe esta nueva condicién es:

Cambio enel  masa masa masa
almacenamiento = que — que * producida o

de masa entra sale consumida

El signo mas o menos indica si la reaccion es descrita por una fuente o un sumidero de soluto.

En el caso del problema de transporte de una sustancia contaminante no conservativa, es decir
que es afectada por reacciones quimicas, se puede escribir como una modificacion de la
ecuacién de Adveccion-Dispersion:

2
0°C 8C+1_8C

X 2 in— v
ox ox n Ot

(63)

donde r representa la masa producida o consumida por unidad de volumen y unidad de tiempo,
y n es la porosidad. La ecuacién (63) se conoce comunmente como ecuacion de Adveccién-
Dispersion-Reaccién. Esta ecuacion se aplica a un constituyente o contaminante unico. En el
caso de estudiar muchos contaminantes o solutos en forma simultanea es necesario escribir
una ecuacion (63) por cada compuesto.

6.1 Reacciones Cinéticas de Primer Orden

Ejemplos de una reaccidén cinética de primer orden son el decaimiento radioactivo y la
biodegradacion. Esta reaccion se puede escribir como:

L_dw-C)_ (64)
dt

donde 1 es la constante de decaimiento de primer orden, la que tiene unidades de tiempo™. Con
esta reaccion la ecuacion de transporte reactivo (Adveccion-Dispersion-Reacciéon) se puede
escribir como:

2
p,2C¢ %€ 4.0 (65)
ox ox ot

Si consideramos el transporte de un soluto que decae a través del tiempo es posible encontrar
una solucion analitica basados en la ecuacién (65). Para el caso del problema planteado por
Ogata y Banks (1961) se puede plantear la siguiente descripcion matematica para este
contaminante no conservativo:

2
9C_, € e (66a)
ox ox ot

C(x,0)=0 x20 (66b)
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c(0,)=Cc, t=0 (66¢)
Cloo,t)=0 t20 (66d)
6.2 Reacciones de Adsorcion en Equilibrio

Otro ejemplo de reacciones quimicas que ocurren durante el movimiento o transporte de un
soluto a través de un medio poroso permeable es la incorporacién de parte de esta masa en los

granos de suelo. Este proceso se conoce como adsorcion y puede ser modelado en la
siguiente forma:

_oc
ot

. (67)

donde C es la concentraciéon de soluto en la fase sélida. Al sustituir la ecuacién (67) en la
ecuacion de transporte se obtiene la siguiente expresion:

2 *
Joe_, ac_1ac _ac .
ox ox n ot ot

En condiciones de equilibrio el proceso de adsorcion queda representado por las denominadas
isotermas de equilibrio, las que relacionan la concentracién de soluto en la fase liquida o
acuosa con la concentracion de soluto en la fase solida del medio poroso permeable:

C" = f(C) (69)

Si definimos la concentracién S como la masa de soluto adsorbida en la superficie de los
granos de suelo, se puede relacionar con la cantidad C por medio de la siguiente expresion:

C =S-ps-(1-n) (70)

donde ps es la densidad de los minerales que forman la roca o suelo, normalmente 2.65 g/cm?®
para muchos suelos arenosos. La cantidad pg -(l—n) representa la masa total de soélidos por

unidad de volumen de un medio poroso.

Existen una serie de modelos que permiten representar isotermas de equilibrio, pero las mas
utilizadas son las siguientes:

Isoterma Lineal S=K,-C (1)
donde K, se conoce como el coeficiente de distribucion.
Isoterma de Freundlich S=#k-C" (72)

con k y n dos constantes, e,
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kp-C-S,.x

(73)
kp+k.-C

Isoterma de Langmuir S =

con kg, kr'y Suax constantes.

Si se utiliza la isoterma lineal para representar el proceso de adsorcion, ecuacion (71), se
obtiene la siguiente expresion:

oC” oC
—=K,-p;-l—n)— 74
o = Kaps U=n) (74)
Al reemplazar esta expresion en la ecuacion de transporte se obtiene:
9°C aC 1-n oC 9oC
D —-v. —K, - p,-———=— 75
o o P o o (7%)
la que al ser reordenada nos permite escribir:
9°C aC 1-n)oC
D ——-v —=|1+K,-p.-— |— 76
X ax2 X ax ( d pS n ) at ( )

La cantidad entre paréntesis se conoce como el coeficiente de retardacion, Ry, el cual se escribe
de la siguiente forma:

1-n
Rf :1+Kd‘ps'7 (77)

con lo cual la ecuacién (76) se puede escribir como:

it B¢ by 78
R, ox* R, ox ot (78)

De esta forma, el factor de retardacion Ry solo produce una disminucién en la magnitud de los
parametros de transporte dispersion hidrodinamica y velocidad.
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