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Calendario

Catedras solo los miércoles.

Laboratorios:

» Lab 1: Lunes 07 de noviembre.
» Lab 2: Lunes 21 de noviembre.
» Lab 3: Lunes 05 de diciembre.
» Lab 4: Lunes 19 de diciembre.

» Lab 5: Lunes 02 de enero.

Controles:

» Control 1: Miércoles 07 de diciembre.



Conservation Laws

Muchos problemas en fisica e ingenieria pueden ser modelados a través de
una ecuacién de balance que incluya la integral de una funcién de flujo
sobre la superficie de un volumen.

En términos generales, dado una funcién de flujo f de una variable u, que
es conservada dentro de un volumen fijo V con superficie €, la ecuacién de

balance se escribe como
0
f-dQ = — | udV (1)
Q ot Jy



Conservation Laws

Muchos problemas en fisica e ingenieria pueden ser modelados a través de
una ecuacién de balance que incluya la integral de una funcién de flujo
sobre la superficie de un volumen.

En términos generales, dado una funcién de flujo f de una variable u, que
es conservada dentro de un volumen fijo V con superficie €, la ecuacién de

balance se escribe como
0
f-dQ = — | udV (1)
Q ot Jy

Utilizando el teorema de la divergencia,

/Qf-dfz:—/vv.fdv 2)



Conservation Laws (cont.)

Como el volume V es fijo,
[ uav = / 944y (3)
Entonces,

—dV— / V- fdV (4)



Conservation Laws (cont.)

Como el volume V es fijo,

udV / Py (3)

Entonces,

—dV— / V- fdV (4)

Finalmente, como esta reIaC|on es vélida para cualquier volumen V,

Expresiones de este tipo se conocen con " Leyes de Conservacién”
(Conservation Laws) e implican que la variable u es conservada en V.



Conservation Laws (cont.)

Por ejemplo, la ecuacién de adveccidén-dispersién puede ser escrita
asumiendo densidad constante definiendo un flujo

f=vC—DVC (6)

Entonces la ecuacion de balance de masas se escribe como,

aC

i f=

T 0
aaf+v-(vC)—DV2C:0 (7)

que es una EDP de segundo orden.



Ecuaciones diferenciales a derivadas parciales (EDPs)

Variable dependiente:

u=u(xy,X2,...,Xn)
Ecuacién diferenciales a derivadas parciales (EDP) de orden m:

@ @ 0%u 0%u  O%u (‘3’"u)
Ox1" T 0%y Ox 27T 0x2 7 OxOxp” T Oxm

F(u,x1, ..., Xn,
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Ecuaciones diferenciales a derivadas parciales (EDPs)

Variable dependiente:

u=u(xy,X2,...,Xn)
Ecuacién diferenciales a derivadas parciales (EDP) de orden m:

ou ou 0%u 0%u  O%u 0mu

Flu,xi, oo Xn, =y —
(U050 3, Oxy" T 0%y Ox 27T 0xp2 7 Ox10x0” ’GX,’]’)

F es una EDP lineal si es una combinacion lineal de las derivadas de u,
con coeficientes que pueden ser constantes o funciones de las variables
independientes x;.

F es una EDP cuasi lineal si es lineal en las derivadas de mayor orden,
pero los coeficientes de la combinacion pueden depender de las derivadas
de menor orden y de las variables independientes.
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Ecuaciones diferenciales a derivadas parciales

Si la EDP no es lineal, ni cuasi lineal, entonces es no lineal. EDPs que

son no lineales son mucho mas dificiles de resolver analiticamente que las
ecuaciones lineales.

~
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Ecuaciones diferenciales a derivadas parciales

Si la EDP no es lineal, ni cuasi lineal, entonces es no lineal. EDPs que

son no lineales son mucho mas dificiles de resolver analiticamente que las
ecuaciones lineales.

Una transformacién de coordenadas

(r,s) = (x,)

es no singular si,

_0r0s 0Osor

= axay ~ oxay

~
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Ecuaciones de segundo orden

Consideramos EDPs de la forma:

A(X, ¥ U + 2B(x, y)ux, + C(x, y)uyy + F(x,y, u, ux, u,) =0 (8)

En algunos casos es posible reducir esta ecuacién a una forma candnica
mediante una transformacién de coordenadas no singulares, tal que:

r=r(xy) (9)
s =s(x,y) (10)
u(x,y) =v(r,s) (11)



Ecuaciones de segundo orden (cont.)

Substituyendo y aplicando regla de la cadena:

(Arf +2Bryry, + Crf) Vyr
+ (Argsc + Brysy + Brysc + Crys,) vrs
+ (AsZ + 2Bsys, + Cs}%) Ves
+ f(r,s,v,v,,vs) =0 (12)



Ecuaciones de segundo orden (cont.)

Substituyendo y aplicando regla de la cadena:

(Arf +2Bryry, + Crf) Vyr
+ (Argsc + Brysy + Brysc + Crys,) vrs
+ (AsZ + 2Bsys, + Cs}%) Ves
+ f(r,s,v,v,,vs) =0 (12)

Para eliminar los términos de mds alto orden podemos escoger las
funciones r = r(x,y) y s = s(x, y), tal que

(Arf +2Bryry, + Crf)

=0
(As? +2Bsys, + Cs)) =0



Ecuaciones de segundo orden (cont.)

(Arf + 2Brgr, + Cr}%)

=0
(As? +2Bsys, + Cs,) =0

En particular, podemos usar r = wi(x,y) y s = wa(x,y), donde wy y wy
son soluciones de la ecuacién:

Awg + 2Bw,wy + Cw) =0 (13)
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Ecuaciones de segundo orden (cont.)

(Arf +2Bryry, + Cr}%)

=0
(As? +2Bsys, + Cs,) =0

En particular, podemos usar r = wi(x,y) y s = wa(x,y), donde wy y wy

son soluciones de la ecuacidn:

Awg + 2Bw,wy + Cw) =0

Esta ecuacidn es equivalente a:

(wx + Aiwy) (wx + Aowy ) =0

(13)
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Ecuaciones de segundo orden (cont.)

AWE + 2Bwywy, + CW}% =0

(Wi + A1wy) (W + Aowy ) =0 (14)

Entonces:

A+ A= — (15)

Ao = (16)

>0
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Ecuaciones de segundo orden (cont.)

AWE + 2Bwywy, + CW}% =0

(Wi + A1wy) (W + Aowy ) =0 (14)
Entonces:
2B
A+ o= 7 (15)
y
C
M2 = 2 (16)
De (15):
2B
Ao = A A1 (17)



Ecuaciones de segundo orden (cont.)

De (15):

ho=22—) (18)

Substituyendo en (16):

(19)
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Ecuaciones de segundo orden (cont.)

De (15):

ho=22—) (18)

Substituyendo en (16):

2B C
2
_ = = — 1
Al A A1+ 2 (19)
Entonces:
B++vB2—- AC
A= (20)
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Ecuaciones de segundo orden (cont.)

Finalmente de (18),

2B B+VBZ-AC B+VB2-AC
T A A - A

Entonces las soluciones de (14) son:

B++vB?— AC
A

A2

(21)

A].7)\2 =

(22)
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Ecuaciones de segundo orden (cont.)

Finalmente de (18),

2B B+vVB?-AC B+vB?>-AC
Ay = — — = (21)
A A A
Entonces las soluciones de (14) son:

B++vB?— AC
A1, A2 = 7 (22)

Tres casos posibles de acuerdo al signo del discriminante A = B? — AC:
» A >0, EDP es hiperbdlica
» A =0, EDP es parabdlica
» A <0, EDP es eliptica
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EDPs Hiperbélicas

A=B2—-AC>0 — A1y A2 son reales y distintas.

Por otra parte tomando w(x, y) = ¢, tenemos que:

dw dy
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EDPs Hiperbélicas

A=B2—-AC>0 — A1y A2 son reales y distintas.

Por otra parte tomando w(x, y) = ¢, tenemos que:

dw dy
— = w, = — 2
. Wy + Wde 0 (23)
Pero, w, = —Aw,, entonces
B++vB2—A
jy — A, o = - ¢ (24)
X

las coordenadas wi(x,y) = c1 y wa(x,y) = ¢ son las coordenadas
caracteristicas de la EDP.
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EDPs Hiperbélicas

Ecuaciones hiperbdlicas siempre pueden ser reducidas a la forma:

Uxx — Uyy = g(uX) Uya U7X7y)
Caracteristicas:

» Las soluciones son de "tipo onda”.

» Una pertubacion en la condicién inicial no es percibida por todos los
puntos del dominio al mismo tiempo.

» En un sistema fijo de coordenadas, perturbaciones tienen una
velocidad finita de propagacion.

» La informacién viaja a lo largo de las caracteristicas de la ecuacién.
La solucidn tiene un limitado dominio de dependencia.

15 /24



EDPs Hiperbdlicas (cont.)

Ejemplo: Ecuacién de onda.
O®u  ,0%u
— =" —
ot? Ox?
en el intervalo —0co < x < 0o, con condiciones iniciales

u(x,0) = f(x)
ou

e (x.0) = g(x)
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EDPs Parabdlicas

A=B2—_AC=0 — una unica solucidn real,
B
A=A = ——
1 2 2
Entonces la ecuacién diferencial caracteristica es
dy B
dx A

que tiene una sola solucién.
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EDPs Parabdlicas (cont.)

La forma candnica en este caso es

Uxx = g(Um uy, u,x,y)

Caracteristicas:

» Asociadas a procesos de difusion.

» A diferencia de las ecuaciones hiperbdlicas, no tiene limitado
dominio de dependencia.

» Solucién en tiempo ty depende de los valores en todo el dominio
(incluyendo en los bordes) en el tiempo t < ty.
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EDPs Parabdlicas (cont.)

Ejemplo: Ecuacién de difusion.

ou d%u

ot~ "oy?

Con condiciones iniciales y de borde:

u(0,y) =0
u(t,0)=U; t>0
u(t,00) =0
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EDPs Elipticas

A=B>-AC<0 — soluciones complejas,
B+ ivB%2—- AC
Mg = — ==

Entonces la ecuacién diferencial caracteristica es

dy_iB:i:i B2 — AC
dx A
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EDPs Elipticas (co

La forma candnica en este caso es

Uxx + Uyy = g(“X? Uya U7X7.y)

Caracteristicas:
» Soluciones complejas de la ecuacidn caracteristica indican que la
EDP no evoluciona con el tiempo.
» Representan problemas con condiciones de borde espaciales.

» Valores de la solucién dentro del dominio dependen de las
condiciones de borde.
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EDPs Elipticas (cont.)

Ejemplo: Ecuacién de Laplace.

V2u =0; 0<r<1l, —w<60<m

con condiciones de borde,

Estas ecuaciones pueden ser usadas para modelar la distribucién de
temperatura en un disco de radio unitario.



Problema "bien puesto” (well posed problem)

Solucién satisface las siguientes condiciones:

» Existe.
» Es Unica.

» Depende continuamente de las condiciones iniciales y de borde.
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Condiciones de borde

Condiciones de borde pueden ser de distinto tipo:

v

Dirichlet: u(x) = g(x) en Q, donde Q es la superficie del dominio.

v

Neumann: %Z = Vu-n = g(x), donde n es la normal a la superficie

Q.

» Robin: aju(x) + ag% = g(x) en Q, donde a; = a1(x) y a» = ax(x).

v

Mixtas: u(x) = gi1(x), x € Q1 y % = g(x), x € Q, con
QLU =0
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