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Motivacion

» Seguna Ley de Newton:
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z(t) dado z(t = 0) = z¢?
» Trayectoria de una particula:
d
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z(t) dado z(t = 0) = z¢?
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Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs)

En general, queremos resolver problemas del tipo:

y' = ft,y Yy

los cuales pueden ser reducidos a un sistema de EDOs de primer orden

usando variables auxiliares uq, us, ..., ug; tal que
uy u2
/ o
= v 1)
U f(t,ul,uQ,...,uk)

Entonces, problema se reduce a varios problemas de primer orden. con
condicién inicial y(t9) = yo.



EDP de primer orden

Podemos concentrarnos en la solucién del problema:

y = f(ty)
sujeto a y(to) = yo.

La solucién queda determinada por la solucién inicial =
Problema de Valor Inicial.

Ejemplo: ¢y =y con y(t = 0) = yp.
Solucion: y(t) = yoe'



Estabilidad

» Solucién estable: solucién de problema con condicién inicial
perturbada permanece cercana a solucion de problema original.

» Solucion asintéticamente estable: solucion de problema
perturbado converge a solucién de problema original.

» Inestable: solucion de problema perturbado diverge de solucién
de problema orignal.



Estabilidad (cont.)

EDP:

Y =Xy, yt=0)=uy = yt) =yoeM

» X\ > (: soluciones crecen exponencialmente. Solucién es inestable.

» A\ < 0: soluciones decaen exponencialmente. Solucién es
asintéticamente estable.



Solucién numérica

Estrategia:
@ Dividir intervalo I = [a,b] en un conjunto de puntos t¢;, donde
tis1 = ti + Aty

@ Calcular valores §; que aproximen la funcién y(¢) en los puntos t;.

El método de solucion debe satisfacer:

» La solucion es tunica.

» La solucion aproximada converge a la verdadera solucién para
At; — 0.

» La solucién aproximada ¢; puede ser calculada (# operaciones +
propagacién de errores).



Método de Euler

y = f(ty)
Serie de Taylor,

2

y(t+h) =y(t) + hy' (t) + h—y”(t) +...

2
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Despreciando términos de orden superior a h,

Gt +h) = y(t) + hf(t,y)

En forma discreta,

Uk+1 = Uk + i f (e, Uk)



Ejemplo: Método de Euler

vy =y, ylt=0)=yo
La solucién de este problema es y(t) = yoe'.

Aplicando método de Euler,
Je+1 = Gk + hik = (1 + h) s,
Suponiendo, yo =1y h =0,5:
j1=0+hy =15 pero, y(0,5)=1,649

o = (1 + h)%yo = 2,25 pero, y(1,0) = 2,718

Tomando solucién aproximada como condicién inicial y(t = 0,5) = 1, 5;
entonces la solucién exacta del problema es y(t = 1) = 2,473.



Errores

En cada paso solucion aproximada salta a distinta solucion.

Error global: diferencia entre solucién aproximada g y verdadera
solucién y(tx).

ex = Uk — y(tk)
Error local: error introducido en cada paso del algoritmo.
e = Gk — Y(Chs; Jr—1)

donde y(; Jx—1) es la solucién exacta del problema con condicién inicial
y(t - tk1) = @k*l'
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Errores (cont.)

» Error global no es igual a la suma de errores locales,

k
ey 7 Z l;
=0

v

En general,
k
er > Z li
i=0

Objetivo final es minimizar eg, pero sélo podemos controlar [g.

v

v

Método es de orden p si,

I = O(hP™)

v

El error local por incremento hy es,

Ii/hy = O(hY)



Estabilidad método de Euler

Ecuacién,

Usando espaciamiento constante, At = h, obtenemos

Ue+1 = Uk + hAgr = (1 4+ hA) g

Equivalente a,

Je = (1+h\)yq

Si A <0 (o Re(\) < 0), entonces la verdadera solucién decae a 0. Por
otra parte, la solucién numérica decae a 0 si,

14+ M| <1



Estabilidad método de Euler (cont.)

Método es estable si,

11+ M| <1

Si A < 0, esta condicién requiere que,

-2
h<—
A

Factor de desarrollo (growth factor) es 1 + Ah y es igual al primer
término de la serie,

2
eh*:1+h>\+(h;\) +...

Entonces método es de primer orden.



Estabilidad método de Euler (cont.)

Caso general,

Tomando t =t y h = hg,

Gths1) = 3 (te) + hif (b3 (t)) + O (B?)

Tomando la diferencia,

ekt1 = Ukt+1 — Y(tk+1)
= [9r — y ()] + he [f (s 91) — Ftrs y(t0))] + O (B?)



Estabilidad método de Euler (cont.)

Si no existen errores iniciales, entonces

Uk —y (te) =
ho If (b Ok) — f (b, y(tn))] =

y el error global /;, es de orden O(hi), por lo que el método de Euler es
de primer orden.

Por Teorema del Valor Medio:
Fts Ok) — fte, y(te)) = F/(&) (Ir — y(tr))

Entonces,

et = [k — y (t1)] + he [f (ks 91) — Ftrs y(t0))] + O (B2)
= (1+ hef') ex + les1



Estabilidad método de Euler (cont.)

Entonces, método es estable si

‘1+hkf/‘ <1

Para un sistema de ecuaciones,

y' =1(t.y)
el método es estable si,

p(I+hdy) <1

donde p(A) = méx (|\]), es el radio espectral de matriz A con valores
(2

propios \;.



Seleccion tamano de grilla

Dos objetivos:

@ Usar grilla tan gruesa como posible para reducir esfuerzo
computacional.

@ Usar grilla tal que método es estable y soluciéon es exacta.

En el caso de método de Euler,
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= dada una tolerancia tol usar

hi < +/2tol/|y"|



