Control de Teoria de la Medida (con Bosquejo de Solucién)

1. Sea (X, d) un espacio métrico y (X, B, 1) un Espacio de Medida sobre los
Borelianos. Si p no es finita, asuma que existen dos secuencias crecientes

a X7 {Kn}nEN y {Xn}neN tales que:

» Vn € N, K,, es compacto, u(K,) < oo
s Vn € N, X, es abierto, u(X,) < oo

Pruebe que dado B € B:

a) Si p es finita entonces Ve > 0 existe un cerrado V' y un abierto U tal
que VCBCUyuU\V)<e.

HINT: Muestre que el conjunto de elementos en B que cumplen lo
anterior es una o-algebra.

b) Si u(B) < oo entonces Ve > 0 existe un compacto K y un abierto U
tal que K C BCU y p(U\K) < e

HINT: Considere las medidas traza sobre X,, y K, y considere
w(U\B) y u(B\K) por separado.

¢) Se dice que p es regular si para cualquier B € B:
w(B) = sup{u(K)/K C B, K compacto} = inf{u(U)/B C U,U abierto}.
Pruebe que p es regular

Solucion:

a) Sean T los abiertos de la topologia inducida por d. Definamos:

A={Be€B/Ne>0,3U,VeT,VECBCU p(UNV) < e}

Como X y ¢ son abiertos y ¢¢ C X C X con u(X N¢) = 0 se cumple
que X € A.

Dado B € Aye > 0setienen, UV € T,VEC BCUyuUNV) <e.
Por definicién se tiene que U¢ C B¢ C V. Es decir, B¢ € A.

Sea {Bp}nen C A. Entonces por definicién, dado ¢ > 0 y n € N,
tenemos Uy, V;, € T tales que Vi C B, C U, y u(Un NVa) < gagr-



Definamos U = |J U, vy V¢ = | V¢. Tenemos que U € T y
neN neN
vec U B, CU.
neN
El problema es que V' no es necesariamente abierto. Dado N € N

definamos el conjunto W§ = |J V¢, por construccién Wy € T y
n<N

W§ C Ve Como {W§}nen es una familia creciente a V¢ para N

suficientemente grande p(V¢NWy) < §. Entonces:

pUNWy) = u(UﬁV)+u(V“’ﬁWN)§u<U Unmvn> +§,
neN
€ €
< j{: 551T'+-§ =€
neN

Por tanto |J B, € A.
neN

Dado B € T y n € N definamos V;f = {z € X/d(z, B°) > 1} que
es un cerrado. Como B¢ es cerrado entonces para cualquier n € N,
V¢ C By {V}nen es una familia que crece a B.

Entonces para cualquier € > 0 existe n € N tal que VS C BC By
uw(BNV,) < ey por tanto B € A.

Hemos probado que 7 C A C By por tanto B=0(7) C AC B.
Sea € > 0.

Construccién de K: Sabemos que {B N K, }nen es una familia cre-
ciente a B y por tanto existe n € N tal que u(B) — u(BNK,) < §{.

Por el resultado anterior para pg, (finita por definicién) se tienen
Ve C B CU tales que pug, (BNV) < g, (UNV) < 4.

Siendo K, compacto y V¢ cerrado entonces K = K, N V¢ es com-
pacto. Por construccién:

HW(B\K) W(B) — (BN Ky) + (BN Ky) — u(K),
< §+uKn(BmV) §§+§: %

Construccién de U: Para cualquier n € N existen U,,V,, € T tales
que V;i € B C Uy y px, (Un\B) < pix, (Un NVy) < 757



Entonces BC |J U, :=Uy:
neN

O\B) < S pUn N X\B) = 3 jux, (U\B) <
neN neN

€
2.

Entonces tenemos que K C B C U con U abierto y K compacto y
tales que u(U\K) = u(U\B) + u(B\K) = e.

¢) Por simple inclusién y monotonia de la medida siempre se tiene que:

sup{u(K)/K C B, K compacto} < u(B) < inf{u(U)/B C U,U abierto}.

Si u(B) < oo por lo anterior. Dado cualquier € > 0 se tiene que exis-
ten K compacto y U abierto tales que K C B C U y u(U\K) < e.
En particular, p(U\B) < ey u(B\K) <e.

Es decir, Ve > 0, 3U € T, B C U tal que u(U) — e < p(B).
Que se traduce como Inf{u(U)/B C U,U abierto} < u(B).

Del mismo modo, Ve > 0, 3K compacto, K C B tal que u(K) + € >
n(B).

Que se traduce como sup{u(K)/K C B, K compacto} > pu(B).

Si u(B) = oo como u(B) < inf{u(U)/B C U,U abierto} se concluye
que Inf{u(U)/B C U,U abierto} = oco.

Para cualquier n € N se tiene que u(B N X,,) < co y por tanto:

w(BNX,) = sup{u(K)/K C BNX,,K compacto},
sup{u(K)/K C B, K compacto}.

IN

Como {BNX,, } nen s una familia creciente a B. lim u(BNX,,) = co.
n—oo

2. Sea (X, .A) un Espacio de Medida y { i, }nen una familia de medidas sobre

A. Se define p: A — R U {oo} como p(A) = > un(A).
neN

a) Pruebe que p es medida.



b) Pruebe que dada f € L, f > 0 implica que [ fdu = Y [ fdpun.
neN
Esto se puede extender al caso en que f no es positiva?.

¢) Sila familia {g, }nen es o-finita es necesariamente p o-finita?
Solucién:

a) Para cualquier n € N y cualquier A € A se tiene que u,(A) >0y
por tanto Y pn(A4) > 0.
neN
Sea {Am }men una familia disjunta 2 a 2 en A. Entonces dado que
todos los sumandos son positivos o infinito:

1 U Am) = Z Z pn(Am) = Z Zﬂn(Am) = Z (Am).

meN neNmeN meNneN meN

M

b) Consideremos f = > am 14, con {A1,...,Au} C Ay amy >0,
m=1

m =1,..., M. Entonces:

L(f) = Zam e Zam D n(A
neN
= ZZOZmMn(Am):ZIn(f)
neNm=1 neN

Entonces el resultado es cierto para las funciones simples positivas.

Sea f > 0en Lb. Sabemos que existe una familia creciente { f;, }men
de funciones simples que aproximan a f. Por Fatou Beppo Levi para
1y iy vy dado que todos los sumandos son finitos y positivos tenemos
que:

L(f) = sup L(fm) —supZInfm —supsupZInfm

meN NI meN NeN
N
= sup sup ZI L(fm) = sup Z bup o (fm) = sup Zlun(f)-
NeNmeN NeN_ —

Si f no es positiva, pero en L , se tiene que f = f* — f~ con fT y
f~ son positivas y en L1 para las que se cumple el resultado. Por la
linealidad y dado que todas las sumas son finitas y positivas se tiene
que:



L) = L(fO)~Lu(F) =Y L, (FD) =D L (F) =D L (F7 =)

neN neN neN

¢) No es correcto. Por ejemplo sea X = {0} y A = {¢,{0}}. Para cada
n € N se define p,(¢) = 0y pn({0}) = 1. Entonces u({0}) = oo y
w(¢) = 0 que obviamente no es o-finita.

3. Una funcién F' : R — R se dice Stieltjes si es no decreciente y continua por
la derecha. Consideramos (R, Bg) el Espacio de Medida de los Borelianos
de R.

a) Sea p una medida finita sobre (R, Br) se define F}, : R — R como:

(10, z])  siz >0,
Fu(x) = 0 siz =0,
—u(]z,0]) siz<O.

Pruebe que F), es Stieltjes.

b) Se define S = {Ja,b]/a,b € R}. Sea v : S — RT definida como
vr(la,b]) = F(b) — F(a). Considere £ el conjunto de uniones finitas
disjuntas de SU{]—00, b]/b € R}U{]a, oo[/a € R}. Pruebe que £ es un
algebra y que existe una unica extensiéon de v a £ que notaremos g .

HINT: Recuerde la construccion de la o-algebra producto. Dado
E = U]ai,bi] defina ﬂF(E) = Z VF(]ai,biD.
= .

1= 1=1

¢) Argumente que Up : &€ — R* tiene una extensién tnica a Bg.
HINT: Recuerde el Teorema de la Clase Monétona

d) Establezca la relacién que existe entre las medidas de Bg y las fun-
ciones Stieltjes.

Solucién:
a) Siz <0<y setiene que F,(z) <0< F,(y).

Si 0 < x <y entonces |0, z] C]0,y] y por tanto:

Fu(x) = p(10,2]) < p(10, ) = Fu(y)-

Si x <y < 0 entonces |y, 0] Clz,0] y por tanto:



Fu(z) = —p(l2,0]) < —p(ly, 0]) = Fu(y)-

Esto prueba que F), es no decreciente.

Sea x > 0y {&n }nen secuencia decreciente a x. Entonces {]0, x,] }nen

es decreciente a {]0,z]} si x > 0y a ¢ si x = 0. Por lo tan-

to, lim F,(z,) = lm p(]0,z,]) = p(]0,z]) = Fu(x) puesto que
n— oo n—oo

F,(0) = 0.

Sea x < 0y {Zn nen secuencia decreciente a x. Entonces {]z,, 0] }nen
es creciente a {]z,0]} y por lo tanto lim Fj,(z,) = lim p(]z,,0]) =
n—oo n— oo

p(lz,0]) = Fp(z).

Dado que | — o0, a]Ula, —oo[= R y ¢ =]a,a] entonces {R, ¢} C &.
Dados |a, b] y ]¢,d], |a, b]N]e, d] =] méx{a, ¢}, min{b, d}] (que es vacio
si max{a,c} > min{b, d}) por lo que £ es cerrada para intersecciones
finitas (inductivamente).

N

Consideremos |4 Jay,,b,] € € en el caso en que a, < b, con n =
n=1

1,..., N. Al reeordenar los intervalos, podemos asumir que a1 < as <

w.<ap,yqueb, <apyiconn=1 ., N—1.

En este caso es simple observar que:

n=1 n=1

N ¢ N-1
(H—J]an,bn]> =] = 00,a1] U | J Jbn, an 1)Uy, o0[€ €.

Al combinar la propiedad de cerradura por complemento e intersec-
cién finita se concluye que la familia es cerrada para uniones finitas.

n=1

N
Se define vp(]a,b]) = F(b) — F(a) con a,b € Ry vp ( ) ]an,bn]) =

N
2 vr(Jan, b)),

Se define vr(Ja, oo]) = blirgo vr(Ja,b]) y ve(]— o0, b)) = alin;o vr(Ja,b])

que podrian ser infinito.

Consideremos una familia {]a,,b,]}2_; tal que a = a; < by < az <
N

by < ... < ay < by = b. Es decir, ]Ja,b] = | ]Jan,b,]. Entonces
n=1

tendremos que por la propiedad telescopica de la sumas:



N N N
VF <H‘J]ambn]> = ZVF(]ambn]) = Z(F(bn) = Fl(an)),
n=1 n=1 n=1
= F(b)— F(a) =vr(la,b]).
El caso a = —0o 0 b = oo es analogo.

Esto demuestra que Up esta bien definida de manera tnica y ademés
es una extension de v.

Por Teorema de la Clase Monotona, siendo £ un &lgebra, la cla-
se monotona generada coincide con la o-algebra generada. Como

UJa,b— 1] =]a,b] y esta familia genera a los abiertos, se concluye
neN
que & genera Bg.

Al tener una férmula para la unién finita de intervalos se pasa al
limite para obtener la extensién al caso numerable.

Si consideramos una medida boreliana pu, o-finita sobre R, entonces
como en la primera parte se puede asociar a una funcién Stieltjes
F,, tal que F,(0) = 0. Toda funcién de Stieltjes genera una medida
o-finita pp sobre los borelianos.



