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P1. Hecho en clases.

P2. Como los E, son mutuamente ortogonales, para probar que H = €D E, basta ver que
neN

< U En> es denso en H. Sea F := < U En>

neN neN
n

Sea u € H, denotemos u, = Pg,u, S, = Z uy. Por caracterizacién de proyecciéon sobre un
k=1
subespacio se tiene (u — ug,v) = 0 Vv € Ej, y en particular para v = uy € Fj,
2
(u, ug) = Jugl”

Sumando sobre k = 1,...,n se tiene por ortogonalidad
n
(u, Sp) = Z ’uk’2 = ’Sn’2
k=1
luego por Cauchy—Schwartz |S,| < |u| ¥n € N. Sigue que

n
> lukl* <Juf* vneN,
k=1

n
y entonces la sucesién S, es de Cauchy en H (en efecto, |S, — Sim|? = Y. |ug/|?, y la suma de

=m
la derecha se va a cero cuando m,n — oo por lo anterior), sea S su limite. Notemos que para
m < n, por ortogonalidad se cumple

(u—Sp,v) =0 YveE,
y tomando limite en n se obtiene que
(u—S,v)=0 VmeNwveE,
y por linealidad y continuidad de (u — S, ) y la definicién de F' se tiene
(u—S,v)=0 YweF

lo que corresponde a la caracterizacion de S como proyeccion de u sobre F', es decir,

n
ZPEk“ = Pru Yu € H,

lim
n—oo
k=1



P3.

y por ortogonalidad

> |Pg,ul® = |Ppul> Vue H.
neN

Luego Vu € D, |Prul?* + |Ppoul® = |ul* = Z |Pg,ul|? = |Prul?, lo que implica que Ppiu =

neN

0 Yu € D, y por linealidad de la proyeccién y densidad de (D) se obtiene Priu =0 VYu € H,
es decir, F*+ = {0}, lo que implica que F = H, i.e. { |J En> es denso en H.

a)

neN

Es facil ver que si H es separable y V es denso en H entonces V es separable. Sea
(Un)neny C V denso, luego F,, := ({v1,...,v,}) es una secuencia creciente de subespacios
vectoriales de V' cuya unién es densa en V' pues contiene a {vy, },en. Ademads por el método

de Gram—Schmidt se puede encontrar una secuencia ortonormal (e, )ner € |J Fn, I CN
neN

tal que ({en}ner) = U Fn- Luego ({en}tner) = {entner) = U F, =V = H, con lo que
neN neN
(en)ner €s una base ortonormal de H.

Consideramos el subespacio cerrado F' := ({ey, }nen). Por construccién (ey)nen es base
ortonormal de F, y F- es también un subespacio cerrado de H, por lo que es separable.
Luego existe una base ortonormal (f,)neny € F* de F*, y por perpendicularidad de F
y F se tiene que (en, fm) = 0 Vm,n € N. Con esto y el hecho de que H = F + Ftoes
facil ver que {e, }nen U {fn}nen es una base ortonormal de H que completa a (€y,)nen-

Por Teorema de Riesz basta ver que (u,e,) — 0 Vu € H. Sea v € H, por ser los e, base

ortonormal se sabe que |ul?> = Y |(u,e,)|?, para lo que es necesario que |(u, e;,)|?
neN

Para ver que |u,| — 0 notamos que por ortonormalidad

— 0.

1 « 1 c?
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n n n
=1

donde C' es tal que |a,| < C Vn € N.

Definamos vy, := y/nu, y notemos que

a; Lo
S117 mn
(Unaei> = { \/ﬁ’ N

0, sii>n

oo o0
Sea w € H, podemos escribir w = Y wje;, con |w|? = Y w?. Luego para € > 0 existe
i=1 i=1



ng € N tal que »_ wi2 < e. Entonces para n > ng:

i>ng
no
(Un,w) = Z(Umei)wi + Z(Umez’)wi

i=1 1>n0
ng

= [(n, )] < D |(wnse)wil + > [(vn, ei)wi|
=1 i>ng
no

Clw
< \‘/ﬁ’ + Z (Un, 61)2 Z wi2

=1 1>ng 1>no

IN
Q
55
o
_|_
”M:
N
NE
%

IN

= limsup |(vy,, w)| < Ce.

n—oo

Como € > 0 era arbitrario se concluye que lim sup |(v,, w)| = 0, lo que implica (v, w) —

n—oo
0, es decir, \/nu, — 0.



