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P1. Hahn-Banach para la topologia débil-*

Sea F un espacio de Banach.

a) Sean A C E* y B C E* conjuntos convexos no vacios tal que ANB =0y A es
abierto en la topologia o(E*, E'). Pruebe que existe z € E,x # 0, y una constante «
tal que el hiperplano {f € E*: (f,z) = a} separa Ay B.

b) Suponga que A C E* es cerrado en o(E*, F) y B C E* es compacto en o(E*, E).
Pruebe que A 4+ B es cerrado en o(E*, F).

c) Sean A C E* y B C E* conjuntos convexos no vacfos tal que AN B = ), A es
cerrado en la topologia o(E*, F) y B es compacto en o(E*, E). Pruebe que existe
r € E,x # 0, y una constante « tal que el hiperplano {f € E*: (f,z) = a} separa
Ay B estrictamente.

d) Sea A C E* convexo. Pruebe que XU(E*’E), la adherencia de A en o(E*, F), es con-

vexa.

P2. Aplicaciones de los resultados anteriores

a) Sea N C E* un subespacio vectorial. Pruebe que Nt+ = NU(E*’E). ., Qué se puede
decir si F es reflexivo?
Deduzca que ¢y es denso en > en la topologfa o(£>, (*).
b) Pruebe que J(Bg) es denso en Bg« en la topologia o(E**, E*).
¢) Sea A: Bp — E* un operador monétono, es decir
(Az — Ay,x —y) >0 Vaz,y € Bg.

Sea Sp = {x € E: ||z|| = 1}. Demuestre que A(Bg) C maw*ﬂ)_

P3. Sea E un espacio de Banach de dimension infinita que satisface alguna de las siguientes
hipotesis:

a) E* es separable

b) E es reflexivo

Pruebe que existe una sucesién (x,,) en E tal que

|lzp| =1 VYneN y z,—0



