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Observacion: En todos los problemas H es un espacio de Hilbert.

P1. Teorema ergdédico de Kakutani-Yosida
Sea S € L(H, H) tal que (Su,u) >0 Vu e H.

a) Pruebe que ker(S) = Im(9)*.
b) Pruebe que I + tS es biyectivo para todo ¢ > 0.

¢) Demuestre que
m (I +tS)"'f = Pu(s)f Vf€H.
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Sea ahora T' € L(H, H) tal que ||T|| < 1. Dado f € H se definen
ln—l ‘
Un(f) = n¥TZf>
1=

win = (B5)s

Se quiere probar que
lim O'n(f) = lim ,un(f) = Pker(I—T)f'

n—oo n—oo
Para ello:
d) Pruebe que ker(I —T) =Im(I — T)*.

C
e) Demuestre que Vf € Im(I — T) existe una constante C tal que |o,(f)| < — para n > 1.
n
Concluya que 0y, (f) — Prer(i—1)f Vf € H.
I+T
f) Defina S = % Pruebe que
lu — Sul® +|Sul* < |u* Yu € H.
y deduzca que
e . .
D 1S — ST < [ul* VueH
i=0
y que
|ul
S"(u— Su)| < ——= VYuec H,n>1.
5"(u = Sl < A1 >
C
g) Demuestre que Vf € Im(I — T') existe una constante C' tal que |u,(f)| < 7 para n > 1.
n

Deduzca que para todo f € H se tiene u,(f) — Prer(r—1)f-



P2.

P3.

Sea D C H tal que (D) es denso en H. Sea (Ey,)nen una sucesiéon de subespacios cerrados de H
mutuamente ortogonales, y tales que

> |Pgul* =|u* VueD.
neN

Pruebe que H es la suma de Hilbert de los F,,.
Suponga que H es separable.

a) Sea V' C H un subespacio vectorial denso en H. Pruebe que V' contiene una base ortonormal
de H.

b) Sea (en)nen € H una secuencia ortonormal en H, es decir, (e;,e;) = 0;;. Pruebe que existe
una base ortonormal de H que contiene a | J,cy{en}, esto es, (en)nen se puede completar a
una base ortonormal.

Consideremos (e, )nen € H una base ortonormal de H y (a,)neny € R una sucesién acotada.
1 n
Se define u,, = - E a;€;.
i=1
¢) Muestre que e, — 0y que |u,| — 0.
e) Pruebe que /nu, — 0.



