Laboratorio 5 MA-4301:

Diferenciacién, Integracién

y
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias No Lineales

Gonzalo Hernandez

UChile - Departamento de Ingenierfa Matemética

El objetivo de este laboratorio es aprender a utilizar las funciones y comandos que estéan disponibles en

Matlab para calcular y resolver en forma numérica:
1) Derivadas e integrales
2) Ecuaciones diferenciales no lineales

3) Ecuaciones diferenciales no lineales de orden superior y sistemas de ecuaciones diferenciales no-lineales

1 Diferenciaciéon Numérica

Sean (n + 1) puntos (2o, Yo), -, (Tn,Yn), tales que: xyp < 21 < -+ < x,. El polinomio de interpolaciéon de

Lagrange:
n
pr(@) =Y az! (1)
j=0
es el polinomio de menor grado que interpola estos puntos, es decir, que verifica:

yr = pr(Tk) =Zajmf€ Vk=0,1,...,n (2)
j=0

Para calcular py,(x) basta resolver el sistema de Van der Monde:

Ty Ty tee Zo Qanp Yo
n n—1
M ceeooxp 1 Ap—1 U1 (3)
-1
Ty Ty T, 1 ao Yn

O bien, determinar py,(x) por su férmula analitica:

n

pr(z) = Y uyrLni(z)
k=0

_ (@ —2o)(@ — 1) (& — @p—1) (& — Tpy1) - (2 — @) _ "
Losle) = (g —xo)(zp — 1) -+ (T — Tp—1) (T — Tpy1) -+ (T — Tp) Vk=0,,1..,
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En el caso que los puntos (2, yx) sean parte de una funcién f(z) de la cual no se conoce su forma analitica,

es decir:
Yk :f<.'1}k) Vk:O,l,...,n (5)

el método de interpolacién entrega una forma de aproximar esta funcién.

En la actividad 3 del laboratorio 1, se solicitaba determinar el polinomio de interpolacién de la funcién
flx) = esin(@®) e [—2, 2] para una malla de puntos equi-espaciados a distancia h = 0.2. El resultado de esta

célculo se muestra en la figura 1:

Polinomio de Lagrangre de f(x)=exp(sin(x 3))
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Figura 1. Polinomio de interpolacién de la funcién f(x) = esin(@) en [—2,2]
Las instrucciones que permiten calcular este polinomio de interpolacién son:

>> x=[-2:0.2:2]; y=exp(sin(x."3));
>> n=length(x)-1;

>> p=polyfit(x,y,n);

>> xf=[-2:0.05:2];

>> yf=exp(sin(xf."3));

>> yp=polyval(p,xf);

>> plot(xf,yf);

>> hold on;

>> plot(xf,yp,’-r’);

En el laboratorio 3 se ensenara a utilizar en detalle los comandos de Matlab que permiten interpolar y

aproximar una funcion.

Para aproximar la derivada numérica de una funcién se deriva el polinomio de interpolacién de Lagrange de
grado n que interpola a la funcién en (n+ 1) puntos convenientemente escogidos. La férmula de los 3 puntos
aproxima la primera derivada de una funcién f en zq:

a
dz

(-TO) _ f(l'o + h)2_hf(l'0 - h) _ %Qf(l})(n) para algl’m ne [3'30 _ h7$0 + h} (6)
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Dado que el punto n sélo se puede estimar aproximadamente, no se le considera. Luego:

df .\ _ f(@o+h)— f(zo—h)
@(%)N > 9% > (7)

En efecto, sean g, ..., T, € [a,b] (n+1) puntos distintos ordenados de menor a mayor, f € C"*1([a, b]), luego

el polinomio de Lagrange de grado n verifica:

fn—i—l n

Z fxg)Lnk(z) + it 1 H (x —xp) &(2) € [zo, 2p]
k=0

k=0

~

—
8

S~—
|

@)@ —en) (@ aen)@ — @) (@ - ) o
Loplz) = (zp —xo)(zp — 1) (T — Tp—1) (T — Tht1) -+ (T — Ty Vk=0,,1.,

V@) _ § ) Lnile) | M (E@) d (H(x—xk)> . 1 ; H(x_xk)dfwr €@) )
k=

!
pors dx (n+1)! dz n+ 120 dz

Si se evalia esta férmula en z = z; :

n 37 n+1 n
S b dan~c 7)+f(n(+1 = (Hm—mk> (10)
k=0 k=0 Tj
donde:
i(H@c—xk)) = o)) () + (@ m)e)(r) o
k=0
(@ —zo)(w — 1) (@ — wno1) (11)
L ML@-w0))| = (o= o0)aw; —2) - (a5 — 2y1)(a; — 241) -+ (5 — )
dx
k=0 2
Luego:
df (z;) < dLyk(xy) | fPH(E &
& Of(l'k) e n+1 k E[# (12)
Considerando los puntos xg,z1 = g + h, T3 = Tg + 2h
df(z;) < dLa k(z;)
S ) 22 ls) (13)
dx ];) k dx
donde:
dLso(x) _ 4 ( (x —z1) (x — 22) ) 2z m -
dx dx \ (xg — 1) (X0 — 2) (o — 1) (o — 2)
dLQQl(fL') _ i (LC — LE(]) (LC — 332) _ 2£C — Xy — X2
dz dx <(w1 —x0) (71 — 332)) (z1 — @0) (x1 — 22) (4
dLs () _d ( (x — ) (x — z1) ) 2w mp—m
dx dx \ (x2 — o) (x2 — 1) (x2 — x0) (X2 — 1)
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Calculando % :
L/z,o(xl) = _%
Ly, (z1) = 0 (15)
Lhale) = o
Luego: o p p
x xo) — f(z
(o)  flo)~ S 1)
Para obtener la férnula (7) basta redefinir los puntos:
To =29 — h,T1 = T0, T2 =29+ h (17)
Siguiendo con este razonamiento, la férmula de los 5 puntos:
x1 = x9 — 2h, 19 = 29 — h, 23 = 09, T4 = To + h, x5 = 20 + 2h (18)

define una aproximacién mucho mads exacta de la primera derivada de una funcién f en zq:

ﬁ(z )= f(900—2h)—8f($0—h)+8f($o+h)—f(ff()+2h)+li4
de Y 12h 30

f®)(n) para algtin n € [xo—2h, zo+2h]
(19)

Procediendo en forma andloga, la segunda derivada de una funcién se puede aproximar por:

W) = L0t R T ICoZh) I ) v atgin € o o 4 B (20
X

e
df —f(xo 4+ 2h) + 16 f(xo + h) — 30f (x0) + 16 f(xo — k) — f(zo — 2h)

(o) +O0(hY)

dx? 12h2

Las principal aplicacién del cédlculo numérico de la derivada estd en optimizacién y ecuaciones diferenciales

ordinarias o parciales.

La conveccién o transporte de una cantidad o propiedad fisica u(x,t), a lo largo del eje R, a velocidad

constante ¢ estd representada por la siguiente ecuacién diferencial parcial (edp):

ou(z,t) Ou(z,t)
5 +c 5 = f(z,t) Ve eRVE>0 (22)

u(z,0) = wo(z) VxeR

donde la produccién de u(z,t) estd modelada por f(z,t). Un ejemplo de esta edp es el transporte de un
contaminante en la atmdsfera. En este caso ¢ es la velocidad del viento. Para calcular la solucién numeérica

de (22) se discretizan la variables (z,t) en un rectdngulo finito: [a,b] x [0,T] :

bh—
zj = a+jo, 5, ==Y o1 n
n
T
tk = kzét (515 =— k= O, 1, ey M (23)
m
ujr = u(z;,tey) j=0,1,..,nk=0,1,...,m
fj7k = f($j,tk-) i=0,1,...nk=0,1,....m (24)
Ujo = U()(.’L‘j) j=0,17...7n (25)
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Aplicando las férmulas de los tres puntos (7), o bien una aproximacién simple de du(a,t) dulx.t)

ot ' Oz
Ou(x, 1) Ujkt1 = Uk (26)
ot 204
8’11,({,6, t) _ Ujt1,k — Ujk—1
ox 20,
Luego:
1)
Uj k1 = Ujk—1 — <05t) (ujrr ke — wj—1k) + 0cfin (27)
xT
Este método se denomina diferencias finitas. El error de la discretizacién de %, w es orden O(67) y
O(62), respectivamente.
Para calcular u; ;. se aplica el siguiente método:
Paso 1: Calcular: 5
Wj1 = Ujo = (Cét) (uj41,0 = uj0) +0efi0 Vi=01...n (28)
x
Paso 2: Parak=1,...m:
1)
U0, k1 = U0,k — <05t> (U165 — oK) + 0t for (29)
xr
Paraj=1,...,n:
ot
Uit = Uje—1 = | €5~ ) (Uprk = uj-1k) +0efik (30)
x

2 Integracién Numérica

En esta seccién se ensenara a calcular integrales de funciones de una y varias variables. Para ejemplificar los

célculos, trabajaremos con la siguiente funcién:

— 5z cos(z?) (31)

Su gréfico esta dado por:

Célculo de la integral de g(x)=xexp(-x 2)/(1+ xz)-chos(x 3)
20 T T T T T T T

xexp(-x 2)/(1+>( 2)-5><t:os(>< 3)

g(x)=

7
Figura 2. Gréfico funcién g(r) = §57 — 5z cos(x?)
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El comando de Matlab que calcula integrales de funciones a variable real es:
lg, fent] = quad(’ funcion’, a, b, tol) (32)
Este comando implementa el algoritmo de Simpson Recursivo Adaptivo. Las salidas de quad son:

1°) ¢: Valor de la integral:

b
q= / f(z)dz (33)

2°) fent: Numero de evaluaciones de funciones realizadas por el método.
Los argumentos de quad son:

1) 'funcion’ es la funcién en una variable que se desea integrar. Hay 3 formas de ingresar una funcién a

quad. Tomemos como ejemplo la funcién:

f(z) = cos(x?) (34)
(a) Como string:
[q, fent] = quad('cos(x.”2),0,1) (35)
(b) Como funcién anénima:
f= Q(z)(cos(z."2)); (36)
lq, fent] = quad(f,0,1)

(¢) Como funcién .m:
function y=f(x)
y=cos(x."2);
end

En este caso, el comando quad se utiliza de la siguiente forma:
g, fent] = quad(@f,0,1) (37)
La funcién .m se pasa por referencia: @Qf, y no por valor.

2) Los pardmetros a,b definen el intervalo de integracion [a, b]. Por ejemplo, si [a,b] = [0, 7] y la funcién
se pasa por referencia:
g, fent] = quad(Qf, 0, pi) (38)

3) El pardmetro tol define el méximo error tolerado en valor absoluto. A valores mds grandes en tol se
hacen menos evaluaciones de la funcién f (y por lo tanto es cdlculo es méds rapido), pero la precision

de la integral es menor. El valor por default es tol = 1.0 x 1076,

Veamos algunos ejemplos.
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>> format(’long’)
>> £=0(x) (cos(x.72));
>> [q,fcnt]=quad(f,0,1)
q =

0.904524260466284
fcent =

17

>> [q,fcnt]l=quad(f,0,1,1e-12)
q =

0.904524237900278
fent =

265

>> [q,fcnt]=quad(f,0,4,1e-8)
q =

0.594460328699523
fent =

305

>> [q,fcnt]=quad(f,0,4,1e-10)
q =

0.594460327623617
fent =

745

>> [q,fcnt]l=quad(f,0,4,1e-12)
q =
0.594460327497798
fent =
1981

Los mensajes de warning del comando quad son:

Mensaje

Descripcién

"Minimum step size reached’

Indica que la subdivisién recursiva de la integral produjo
un subintervalo de largo menor que el error de redondeo.
Si esto ocurre, posiblemente se estd integrando una
funcién que tiene alguna singularidad en [a, b].

"Maximum function count exceeded’

Indica que se ha excedido el numéro maximo de
evaluaciones de la funcién: 10000.

Si esto ocurre, posiblemente se estd integrando una
funcién que tiene alguna singularidad en [a, b].

Infinite or Not-a-Number function
value encountered’

Indica un overflow de operaciones de punto flotante o
divisién por cero durante el calculo de la integral en [a, b]
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En Matlab también se pueden integrar funciones de 2 o 3 variables. En 2 dimensiones, si se quiere calcular:

g= / R/ f(a, y)dudy (39)

Podemos ejecutar el comando dblquad :
q = dblquad(’ funcion’, Tumin, Tmax, Ymin, Ymax,tol) (40)

Como podemos observar, sus argumentos de entrada y salida son similares a los del comando quad. Los

argumentos de dblquad son:

1) ' funcion’ es la funcién que se desea integrar. Hay 2 formas de ingresar una funcién a dblquad. Tomemos

como ejemplo la funcién:
f(a,y) = zysin(z® + y?) (41)

cuyo gréfico estd dado por:

Grafico funcidn f(x,y)=xysin(x2+y2)

P

T i
Eﬁénpﬁlﬁﬁ

Rysin(E+y2)

ERY:

Figura 3. Grafico de la funcién f(z,y) = zysin(z? + y?).

(a) Como funcién anénima:

f=Q(x,y)(z. xy. *sin(x."2 + y."2)); (42)
Si la regién de integracién es R = [0,1] x [0,1] :
q = dblquad(f,0 —4,4,—4,4) (43)
(b) Como funcién .m:

function z = f(x,y)
z = x.¥y.*sin(x. " 24y."2);
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end
Si R=[-1,1] x [0,3]:
q = dblquad(Qf,—1,1,0,3) (44)

La funcién .m de 2 variables se pasa por referencia: @Qf, y no por valor.

2) Los pardmetros R = [Zmin, Tmax) X [Ymin,Ymax] definen la region rectangular de integracién. Por ejemplo
sit R=[-7m/2,7/2] x [1,V2]:

q = dblquad(Qf, —pi/2,pi/2,1, sqrt(2)) (45)

3) El pardmetro tol define el maximo error tolerado en valor absoluto. El valor por default es tol =
1.0 x 1076,

ACT 1: Diferenciacién e Integracién Numérica:

1) Aplicando el método de las diferencias finitas resuelva la edp lineal de conveccién (22) definiendo a
eleccion ¢, f(x,t),ug(x) y los intervalos [a, b] x [0,T]. Grafique la solucién obtenida y la superficie de

error, comparando con la solucién exacta.

2) Calcule ¢ = //h(x,y)dmdy para 3 funciones h(z,y) y tres regiones de integraciéon R de la siguiente
R
forma:

(a) Defina h: R?> - Ry R a su gusto. Programe h como funcién .m y ejecute el comando dblquad
con 3 diferentes valores para tol. Anote en el informe como utilizé el comando y el detalle del

resultado obtenido: Valor de la integral, tiempo de ejecucidn, error.

(b) En Matlab es posible también integrar funciones en regiones R no rectangulares. Por ejemplo,

q= //e_"cz_yzdxdy (46)
R

en la region R = {(z,y) € R?/0 < 2?4+ y* <1}, es decir en el circulo unitario, se integra la

para calcular:

x

funcién e~ =% en el rectangulo [—1,1] x [-1,1] multiplicada por la indicatriz de la regién R:

1 siz?+92<1

IR(JU,ZU) = { 0 en otro caso (47)

Esta funcién se implementa mediante la condicion légica: Ir(z,y) = (x2 +1y? <= 1) . Finalmente:

1,1
q://e*‘”%?fdxdy:/ / efI?nyIR(:c,y)d:cdy (48)
—1J-1

R

La integral anterior se calcula mediante el comando:
q =~ dblquad(Q(z,y)(exp(—z."2 —y.”2). % (z."2+ y."2 <=1),—1,1,—-1,1) (49)

Construya entonces 3 ejemplos para una de las funciones h del item anterior. Anote en el informe
como utilizé el comando y el detalle del resultado obtenido: Valor de la integral, tiempo de

ejecucion, error.

La integracién de funciones sobre R? se realiza de manera similar mediante el comando triplequad.
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3 Ecuaciones diferenciales de primer, segundo orden y orden su-
perior

Desde el siglo 18, las leyes fisicas del universo han sido descritas, principalmente, por ecuaciones diferenciales
ordinarias o parciales. Estas ecuaciones tienen derivadas de funciones que se desconocen y que representan
la fuerza, presién, temperatura, potencial electromagnético, etc., ver ref. [6]. Quizés la ecuacién diferencial

mds conocida es la segunda ley de Newton:
(50)

donde z(t) es la posicién de un cuerpo de masa m, constante, que se mueve horizontalmente debido a la
accién de una fuerza f(t). Esta ley que fue publicada en 1687 en la obra "Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica". En Ciencia e Ingenierfa, las ecuaciones diferenciales representan, es decir modelan, el com-
portamiento de un sistema real. Se obtienen como resultado de un proceso iterativo de abstraccion, andlisis,
hipétesis, sintesis, verificacién y validacién. Se pueden clasificar de acuerdo a: Tipo (ordinaria o parcial);
Orden (definido por la mayor derivada presente en la ecuacién); Linealidad.

En este laboratorio trabajaremos con ecuaciones diferenciales ordinarias, de primer y segundo orden, lineales

y no lineales. Las ecuaciones diferenciales lineales de orden 1 y 2 tienen la forma:

Y L aotylt) = gt) Ve [t0,T] (51)
ar()) 22 + ()Yt ao(tyy(t) = 9(t) Vi € [0, 7] (52)

donde:
y: I D [tg,T] — R es una funcién de clase C1(I) o C(I).
as,a1,a0,9 : I D [to, T] — R son funciones de clase ¢°(I).

Por ejemplo, el péndulo simple de la figura 1, define una ecuacién diferencial de segundo orden:

mi

Figura 4. Péndulo simple oscilando en un plano, ver Wikipedia.

10
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La ecuacién de la dindmica del péndulo se obtiene aplicando la segunda ley de Newton para el arco s =16 :

2 2

Esta ecuacion diferencial es no lineal, en general de dificil resolucién analitica. Para encontrar una solucién se
aproxima linealmente la parte no-lineal o se resuelve numéricamente. Para aproximar linealmente la ecuaciéon

(53) calculamos el desarrollo de Taylor en torno a 6y = 0 de la parte no lineal:
sin(0) = 0 — 16° + 12:60° + 0(0") (54)

El ultimo término del desarrollo es de la forma 0(97) < cf”. Si 0 ~ 0, basta quedarse con el primero o los
dos primeros términos:

sin(0) ~ 0 sin(0) ~ 0 — 16° (55)

El error de esta aproximacion es: E() < 0, 1o que es despreciable si 0 ~ 0. Luego:

% ~ —%9 = 6(t) & c; sin (ﬁt) + c2 cos (\/%0 (56)

Volvamos a la ecuacién lineal general de primer y segundo orden. Para resolver analiticamente y numéri-

camente la ecuacién (52) se la reduce a un sistema de ecuaciones de primer orden, mediante el cambio de

variables: p
- Y
n=y Y2 = o (57)
Si as(t) # 0 Vi € [to, T, la ecuacién (52) queda:
dy: .
i Y2 (58)
dy2 ao(t) a1 (t) g(t)
i = w0 a0 e
Si se define: 0 0 0
ao(t a(t g(t
ay(t) = — as(t) = — t) = 59
1( ) ag(t) 2( ) ag(t) B( ) Clg(t) ( )
El sistema anterior quedas:
dy1
ar Y2 (60)
d
2= a®yn + sty + B(Y) (61)
Y en forma matricial:
dy1 0 1 " 0
= + (62)
E Oél(t) OéQ(t) Yo /B(t)

La existencia y unicidad de la ecuacién (51) se demuestra a su vez llevandola a la forma del problema de

Cauchy. Si ay(t) # 0Vt € [to,T], la ecuacién (51) es equivalente a:

Wbt =at)  ylto)=yo Vi [t T] (63)
donde: . "
=23 an =2 (60

11



Universidad de Chile Departamento de Ingenieria Matematicas
Facultad De Ciencias Fisicas y Matematicas Laboratorio 5 MA4301

De la ecuacién (63) se obtiene directamente el problema de Cauchy:

dy

E = f(t7y) y(tO) =yo VtE [thT] ) (65)

donde yy € R, f : R? = R es una funcién diferenciable definida por:
f(ty) = q(t) = p(t)y(t) (66)

La existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién (65) estd asegurada por la condicién de Lipschitz de

f en la variable y, ver refs. [3, 4]:
|f(ty1) = f(ty2)| < Ly — 2 Vt € [to,T] Vy1,y2 €R (67)
donde L es una contante positiva a determinar. En el caso de la ecuacién (65) se tiene que:

|f(ty1) — f(tv2)| < Ip(D)yr — p(B)y2| < s Ip@)]ly1 —y2| YVt € [to,T] Yy1,92 €R (68)

[to,T]

05
el problema (65) tiene solucién tnica Y (to,yo) € [to,T] X R. Para encontrar esta solucién, trabajamos con

Basta tomar L = 1+ rr[lax] Ip(t)] . Esta constante es finita pues p(t) € ¢°(I) . Concluimos entonces que
t€lto, T

diferenciales. La ecuacién (65) es equivalente a:

(p(t)y —qt))dt+dy = 0 Vte [to,T] (69)
y(to)

Yo

este diferencial no es exacto. El factor integrante u(t) debe ser talque el diferencial:

u(t) (p(t)y — q(t)) dt + p(t)dy =0 (70)
es exacto, luego:
50 WO (Gl — a0) = 5 (ult) ()
wop(t) = P o ) = S
dt
Se definimos:
Mty) = el PO iy - g(t) (72)
N(t7 y) = efp(t)dt
Entonces, existe F(t,y) talque:
OF (t,y) OF(t,y)
5 =My By = N(t,y) (73)

y la solucién de la ecuacién (69) y por lo tanto de la ecuacién (63) estd dada por:

Flty) = e=y(t)el 0 / S g4 (74)
y(t) = ce o0y / el PO 41t

12
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4 Soluciéon numeérica de ecuaciones diferenciales no lineales

En esta seccién aprenderemos a resolver ecuaciones diferenciales no-lineales con los comandos que estdn
disponibles en Matlab. Primero, resolveremos una ecuacién diferencial no lineal de primer orden. Utilizaremos

como ejemplo la ecuacién de crecimiento logistico:

% = ap(t) - Bp(t)* Vi€ [to,T] (75)
p(0) = po

que modela el crecimiento de la problacién de Estados Unidos durante el siglo 20. Los datos reales del

problema son:

Afio | Tiempo t; | p(t) real [millones de personas]
1900 0.0 76.2122

1910 10.0 92.2285

1920 20.0 106.0215

1930 30.0 123.2026

1940 40.0 132.1646 (76)
1950 50.0 151.3258

1960 60.0 179.3232

1970 70.0 203.3020

1980 80.0 226.5422

1990 90.0 248.7099

2010 100.0 281.4219

Aplicando un proceso de ajuste de pardmetros, los modeladores determinaron que: o = 0.02, 3 = 0.00004, y

de acuerdo a esto, la solucién exacta de (75) estd dada por:

() = ( 500

TN (77)
1+ %e*ﬁt)

La ecuacién (75) es una ecuacién diferencial de Bernoulli de orden n = 2, que se define para cualquier real

n # 0,1 segin:

d
Tapty =qy"  t<t<T ylt=to) =y (78)
Esta ecuacién diferencial es no lineal pero integrable. Multiplicando (78) por (1 — n)y~" se obtiene:
—n d —n
A-n)y™"— + (1~ nmp(t)y' ™ = q(t)(1 —n) (79)
d -n —-n
S W) A =npt)y = a1 -n)

Si se define u(t) = y(t)1 =" se obtiene la ecuacién diferencial de primer orden lineal en la variable u(t):

du

= H (L= n)p(t)u = q(t)(1 —n) (80)

ecuacién que se puede resolver aplicando la férmula (74). La demostracion de la igualdad (77) se deja como
ejercicio propuesto.
Los métodos que resuelven numéricamente una ecuacién diferencial de valor inicial se definen sobre el prob-

lema de Cauchy de primer orden:

dy _

i ftiy) Vtelto,T] y(to) = Yo (81)
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donde f : R? — R es una funcién diferenciable, o € R. Este problema define a su vez una ecuacién
diferencial no-lineal de primer orden no homogénea. La existencia y unicidad de la solucién estd asegurada

por la condicién de Lipschitz de f en la variable y, ver refs. [3, 4].

La familia de métodos de Runge-Kutta de orden 2, 3,4 son los més utilizados para resolver la ecuacién (81).

Estos métodos determinan el valor de la solucién y(t) evaluada en puntos equi-espaciados definidos segtin:

. (Tt
n

th = to+hk Vk=0,..n (82)

ue = y(tx)

utilizando el valor inicial y(¢9) = yo. Una vez calculados estos puntos yi se puede interpolar o aproximar
polinomialmente la solucién y(t). Por lo tanto, mientras mas es la cantidad de puntos determinada, mejor
serd la aproximacion de la solucién. La demostracion de las iteraciones se basa en mejorar el cldsico método

de Euler, ver ref. [1].

El método de Runge-Kutta de orden 2 estd definido por:
@ = hf (trsyr)
G = hf (tk + g,yk + (12;) (83)
yk+1:yk+q,2C Vk=0,1,...,n
Su error es de orden O(h?). El método de Runge-Kutta de orden 3 estd definido por:
ai = hf (tk, yk)
2 h s
qi. = hf (tk + 5o Uk Tt 2) (84)
gy = hf (te + hoyr — q + 2q3)
Yk+1 :yk+%(q,§+4q,€+q,§’,) Vk=0,1,...,n
Su error es de orden O(h*). El método de Runge-Kutta de orden 4 est4 definido por:
qi = hf(te, y)

h 1
ar = hf <tk+,yk+q’“)

2 2
h 2
it=ns (n+ G+ %) (35)

ap = hf (te +hoyr +q;)
1
Yt = Yt g (ar +2q; + 243 +q2)  Vk=0,1,...,n
Su error es de orden O(h%). Claramente, a medida que aumenta el orden del método aumenta su precision,

pero tambien aumenta la cantidad de cédlculo a realizar.

Por ejemplo, para resolver la edo no lineal:

% = %-(%)2 para t € [1,2] (86)
y(1) = 1
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mediante el método de Runge-Kutta de orden 2 para el valor del incremento h = 0.25 y comparar los

resultados numeéricos con la solucién analitica:

t
)= ——+ 87
v = TrmE) (87)
Se construye primero la iteracién:
()
t, = =-—(=
ft,y) .~
Tt
o= U0 go5n—y
n
ty, = to+hk=1+0.25k vk =0,1,...,4
2
Yk Yk
a, = hf(teye) =025 — (= (88)
tr tr
1 1\ 2
qy 4k
h 1 Yk + Yk +
@ = hf<tk+2,yk+qzk)—0.25 2 - 2
ty+ = ty + =
T o
Ye+1 = yk"“]}% Vk:O71,74
Y luego se desarrollan los cdlculos, mostrdndolos en una tabla como la siguiente:
k| tr | y(tx) exacto a ar Yk Eabs Erel
0] 1.0 1.0 0 0.0247 1.0 0 0
1] 1.25 1.0219 0.0370 | 0.0458 | 1.0247 | 0.0028 | 0.0027 (89)
2| 1.5 1.0672 0.0511 | 0.0549 | 1.0705 | 0.0033 | 0.0031
3| 1.75 1.1221 0.0574 | 0.0592 | 1.1254 | 0.0033 | 0.0029
41 2.0 1.1812 0 0 1.1846 | 0.0034 | 0.0030

Para mejorar la precisién bastar disminuir el valor de h, aumentando por lo tanto los puntos de la malla, o
subir el orden del método de Runge - Kutta. Se recomienda aplicar el método de Runge-Kutta de orden 4,

por su precisién y estabilidad numérica.

Finalmente, en general se acostumbra trabajar con mallas equi-espaciadas, pero también es posible definir

una malla no equi-espaciada de la siguiente forma:
th="tr—1+he YE=0,...,n  yr=y(tx)

Esto es de gran utilidad en funciones que son irregulares en una parte del intervalo donde se estd resolviendo

la edo.

Existe en Matlab una familia de comandos que permite resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferen-

ciales. Los de mejor comportamiento numérico son:

ode23 | odelbs

odedb | ode23s (90)

Los comandos ode45 y ode23 implementan los metodos de Runge-Kutta adaptivos de orden 4 y 2, siendo
el método de orden 4 el de mayor precisién. Los comandos odelbs y ode23s implementan métodos para

edo rigidas (stiff) o no suaves de dificil solucién numeérica en la practica debido a singularidades o fuertes
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variaciones en un intervalo pequeno, ver refs. [2, 4]. Un ejemplo de una edo no lineal rigida de segundo

orden es la ecuacién del oscilador de Van der Pol que modela un circuito electrénico:

d*y dy

i Ty +p ) - 1) =0 (91)

donde y(t) es la corriente eléctrica, que modela el circuito eléctrico con un diodo de tunel de la figura 2 :

1 |
‘L : I Q I

Figura 5. Circuito de Van der Pol

La forma de utilizar estos comandos es:
[t,y] = dsolver(’ funcion’, [t0 T),y0, options) (92)
donde dsolver es alguno de los comandos ode45, ode23, odelbs, ode23s. Las salidas de dsolver son:

1) t: vector de instantes de tiempo, donde ty < ¢, < T Vk = 1,...,n. Matlab determina este vector

adaptivamente, dependiendo de la complejidad de la funcién.

2) y: Solucién de la ecuacién diferencial evaluada en los instantes de tiempo ¢
Los argumentos de dsolver son:

1) "funcion’ es la funcién que define la edo, i.e. es igual a f(¢,y). Debe ser ingresada como funcién .m. y

ser pasada por referencia.
2) [t0 T define el intervalo donde se revolverd la edo.
3) y0 es el valor inicial

4) options son las opciones del comando dsolver. Utilizaremos las opciones por default.

Por ejemplo, para resolver la edo no lineal:

dy sin(y? + t)

Yo MW U wieo,1

7 L vt € [0, 10] (93)
ylto) = 0

sin(y? + t)

Primero se debe programar f(t,y) = como funcién .m:

1+1¢2
function dy= f(t,y)
dy = sin(y."2+t)./(14t.72);

end
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la que debe aceptar vectores como argumentos ¢, y. Luego se ejecuta algin comando de dsolver pasando la
funcién f por referencia. Se recomienda utilizar ode45 por su precisién y rapidez de célculo. Si ode45 demora

en entregar la solucién, se debe ocupar odelbs:
[t,y] = oded5(@f, [0 10], 0);

Podemos apreciar la solucién graficando:

Solucién edo no lineal dy/dt=sirft)/(1+t2)

0.7

o o
2 o
T T
. .

o
~
:

.

=sin(y 2+t)/(1+t%)

Solucion de dy/dt

0.1f J

0 2 4 6 8 10

@ B sin(y2+t)
dt— (t2+1)

Figura 6. Solucién numérica edo no lineal:
Volvamos ahora a nuestro ejemplo inicial.
ACT 2: Modelo de Crecimiento Logistico:

1) Determine la solucién numeérica de la edo de crecimiento logistico utilizando los comandos ode23 y ode45 :

% 0.02p(t) — 0.00004p(t)? (94)
p(0) = 76.1

Compare el tiempo de ejecucion y grafique las soluciones entregada por ode23 y ode45. Explore algunas

opciones del comando.

Calcule el error relativo del método utilizando los datos reales (76). Llamaremos este error Ergoas ¥y
FERrias. Incluya en el informe como utilizé los comandos y los graficos de las soluciones y errores.

Explique cual método es mas exacto.

Evalde el comportamiento del error relativo fuera del intervalo [0,90]. Para esto considere los datos

17



Universidad de Chile Departamento de Ingenieria Matematicas
Facultad De Ciencias Fisicas y Matematicas Laboratorio 5 MA4301

reales de poblacién del siglo 19:

Afio | Tiempo t; | p(t) real [millones de personas]
1890 -10.0 62.9798

1880 -20.0 50.1892

1870 -30.0 38.5584

1860 -40.0 31.4433

1850 -50.0 23.1919 (95)
1840 -60.0 17.0634

1830 -70.0 12.8607

1820 -80.0 9.6384

1810 -90.0 7.2399

1800 -100.0 5.3085

2) Determine el error relativo del modelo comparando los datos reales del siglo 19 y 20 con la solucién
exacta de la ecuacién:

p(t) = ( 200 (96)

4239 L
1 + W@ 50 )
Llamaremos este error Ej;. Anote en el informe como calculé Ey; y el detalle del resultado obtenido.

3) Analice el error del método y del modelo. De acuerdo a sus resultados:

(a) Puede concluir que la solucién entregada por el método de Runge - Kutta es precisa ?

(b) Puede concluir que el modelo de crecimiento logistico representa bien los datos reales de crec-

imiento de poblacién ?

(¢) Proponga dos formas de disminuir el error del modelo.

Justifique claramente sus respuestas en base a los célculos realizados.

5 Solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales

Un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales con condiciones iniciales, estd definido por el sistema:

dy1

E = fl(t7y17y2a"'ay’n) yl(to) = Y10

dyo

% = f2(t7y17y2a"'ay’n) y2(t0) =Y20 (97)
dy

dTn Futy1, 92, 09n)  Ynlto) = Unyo

donde t € [to,T] y f1,-.., fn son funciones no lineales con argumentos t, 1, ..., y,. Para asegurar la existencia

y unicidad de la solucién de (97) existe una condicién similar a la del problema de Cauchy (81):

Teorema 1 Supongamos que las funciones f; son continuas y satisfacen la condicion de Lipschitz en el
dominio D = {(t,z1,....,2n) [to <t <T,—c0 < zj <ooVj=1,...n}: V(t,u,....,u), (v1,....,0,) €D

n
‘fl (t7u17 "'7u7l) - f’i (t,’Ul, "'7UTL)‘ S L’i Z |U’J - UJ‘ (98)
=1
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para L; > 0, entonces el sistema de ecuaciones (97) tiene solucion inica.

La condicion de Lipschitz para f; se satisface si fi € ¢H((to,T)) y

Ofi (t,ur, ..oy un)

< L;V(t,ug,.,un) €D 99
P, < Li V(b un, ey un) (99)

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [4].

Para calcular la solucién numérica de (97) se utilizan las versiones para sistemas de ecuaciones de la familia

de métodos de Runge-Kutta de orden 2, 3,4. Estos métodos determinan el valor de la solucién:

y(t) = (y1(2),y2(8), -, yn(t)) (100)

evaluada en n X m puntos equi-espaciados definidos segtn:

T—1t
h = (mio) =ty =to+hk Vk=1,...m
yi1 = yit),yi2 =vi(t2), s Y1,m = v1(tm) = 11 (7)
Y21 = Ya(t1),y2,2 = y2(t2), s Y2,m = Y2(tm) = y2(T) (101)
Yn,1 = yn(tl)a Yn,2 = yn(tQ); o Ynm = yn(tm) = yn(T)

utilizando los valores iniciales y1(to) = ¥y1,0,%2(t0) = ¥2,0,-.-sYn(to) = Yn,o. Una vez calculados los pun-
tos yix Vi = 1,...,n,Yk = 1,...,m se puede interpolar o aproximar polinomialmente la solucién y(t) =
(y1(t),y2(t), ..., yn(t)) . Por lo tanto, mientras mayor es la cantidad de puntos determinada, mejor serd la

aproximacion de la solucién.

El método de Runge-Kutta de orden 2 para el sistema (97) esta definido por, ver refs. [1,4]: Parak =1,...,m

dados los puntos tg, y1,k,Y2,k, ---» Yn,k S€ calculan los puntos 4y (k41)s Y2, (k+1)s -+ Yn,(k+1) Segun:

qik = hf1 (e, Y1k, Y2,k» s Yn,k)

q'rlL k= h’fn (tk7y1 ks Y2,k "'7yn,k)

a1 1 q1 @ 1
qlk *hfl <t 7y1k+ D) ,y2k+ 9 ~;yn,k+ 7;) (102)
1 1
492 qn k
t . 7
an <k+ 7ylk+ 2 7y2,k+ 9 ) aynk+ 9 >
Y1,(k+1) k1T q Y2,(k+1) = Y2,k T q%,k Yn,(k+1) = Yn,k T qi,k

Es decir, se calculan primero los q} k,q% ks> G - Luego se calculan los q% k,qgk, ...,qu .- Finalmente se
calculan 108 Y1 (k1) Y2,(k+1)s -+ Yn,(k+1)- Veamos un ejemplo de la aplicacién de este método al sistema

Lotka - Volterra de 2 ecuaciones diferenciales.
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Ejemplo 2 El modelo de Lotka - Volterra predice la evolucion de una poblacion con 2 especies, una presa
y1(t) y la otra predadora y2(t). Se supone que la poblacion presa tiene suficiente comida, su natalidad es
proporcional a la cantidad de presas vivas: kiyi(t) y su mortalidad depende del nimero de presas y predadores:
kay1(t)y2(t). La natalidad de la poblacion predador es: ksyi(t)yz2(t) y su mortalidad es: kyya(t). Se expresa

el cambio en la poblaciones presa y predador mediante el sistema de ecuaciones diferenciales: Parat =1,...,4

d
% = kwyr —kayiye k1 =3 ks =0.002 yi(to = 1) = 1000
dy2 _ _ 1y
E = kgylyg — k4y2 ]{Ig = 0.0006 k4 =0.5 yQ(to = ].) = 500
En este caso:
J1(t,y1,92) = k1yr — kay1ye fa(t,y1,92) = ksyry2 — kayo (103)

Para aplicar el método de Runge-Kutta de orden 2 se construye primero la iteracion para cada yi,ys :

to = L,T=4h=025
T—1t
ho—= T2 o519
m
th = to+hk=1+025k Vk=1,.,12 (104)
fit,y,92) = Ky — kayiye = 3y1 — 0.002y1 2
fa(t,y1,y2) = kayiyz — kayz = 0.0006y,y2 — 0.5y2
@y = hfiltyieyen) = 0.25 (3y1e — 0.002y1 ky2,k)
B = hfa(t,yie y2r) = 0.25(0.0006y1 kY2, — 0.52 1)
1
q1, q
Qik = (tk + ooV + 2 22k> (105)
1
q q q.
= 0.25 < (ylk + M) —0.002 (yl,k + 12k> <y2k + 2;))
1 1
2 q, qs i
= tr
42,k ( 5 YLk + 2 9 )
! Bp B
= 025 <00006 <91k+2> <y2,k+2> - 0.5 <y2k+ 5 ))
Yik+1 = Ykt Qik
Y2,k+1 = Y2,k T q%,k

Y luego se desarrollan los cdlculos, mostrandolos en una tabla como la siguiente:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

tr 1 1.25 1.5 1.75 2.0 2.25 2.5 2.75 3.0 3.25 3.5 8.75 4.0
qik 500 784.9 1118.8 | 1182.9 | 127.3 -2034.8 | -1.5304 | -682.3 | -8303.9 | -136.8 | -63.6 -30.9 -

q%,k 12.5 62.8 163.9 588.8 846.1 1.1565 | 566.9 -71.8 -280.9 | -280.8 | -283.7 | -267.5 | -

q%k 621.1 | 943.3 1227.8 | 941.8 -885.7 | -2315.1 | -836.7 | -341.5 | -161.9 | -79.5 -40.0 -20.5 -

qg’k 31.6 99.7 244.8 570.1 1111.4 | 939.4 -36.3 -245.8 | -293.3 | -295.9 | -280.2 | -257.3 | -

Yi,k | 1000 | 1621.1 | 2564.4 | 3792.2 | 4733.5 | 3847.8 | 1532.7 | 696.0 354.4 192.5 113.0 73.1 52.6
Yok | 500 531.6 631.3 876.1 1446.2 | 2557.6 | 3497.0 | 3460.7 | 3214.8 | 2921.6 | 2625.7 | 2345.5 | 2088.1

Se puede apreciar la evolucion de la poblacidn presa y predadora en la siguiente figura.
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Modelo predador/presa de Volterra - Lotka

5000

4000

3000

2000

Y, (0.y,()

1000

4

Periodicidad de la solucion
4000 . ;

3000 1 1

2000 1

y2(t)

1000 J

0 1000 2000 3000 4000 5000
yi()

Figura 7. Solucion sistema de Volterra - Lotka

Si comparamos los cdlculos resumidos en la tabla con los valores que se muestran en la Figura 4, podemos
apreciar diferencias, que se deben a los errores generados por el paso h = 0.25. Para disminuir estos errores,

el paso debe ser escogido tal que h < 0.1.

El método de Runge-Kutta de orden 4 para el sistema (97) estd definido por, ver refs. [1,4]: Parak = 1,...,m,

dados los puntos tx, Y1k, Y2,k -+, Yn,k S€ calculan los puntos Yy (x41), Y2,(k4+1)s -+ Yn,(k+1) Segun:

qjl’,k = h’f] (tlwyl,k)yQ,k:a "'ayn,k) v] = 17 cey TV
1 1

h i 3,1 i .
2 . = 2Lr 212k ink —
qj,lg — hfj <tk + 27y1,k + 9 s Y2k + 9 s ooy Ynok + 2 V] - 17 y
h Q% k Q% k a, k .
Q?k :hfj tk""_*vyl,k'f' ’ 7y2,k+ ’ 7'”7yn,k+ o VJ = 17 ,n
’ 2 2 2 2
q;'l,k =hf; (tk +h Yy + lﬁ',kayz,k + q;’,k, vy Ynok T q;’,k) Vi=1..n

(106)
Y1,01) = Yk + 5 (@l + 265, + 263 1 + qi )
Yo, (k1) = Yok + 5 (@ + 205 1 + 265 1, + B

Yn,(b41) = Unik + & (Ghp + 200 1 + 205 1 + an i)

Su error es de orden O(h%). Claramente, a medida que aumenta el orden del método aumenta su precision,
pero tambien aumenta la cantidad de cdlculo a realizar. Para mejorar la precisién bastar disminuir el valor
de h, aumentando por lo tanto los puntos de la malla, o subir el orden del método de Runge - Kutta. Se

recomienda aplicar el método de Runge-Kutta de orden 4, por su precisién y estabilidad numérica.
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Los comandos de Matlab que permiten resolver edo también se pueden aplicar a sistemas de ecuaciones

diferenciales. La forma de utilizar estos comandos es:
[t,y] = dsolver(’ funcion’, [t0 T),y0, options) (107)
donde dsolver es alguno de los comandos ode45, ode23, odelbs, ode23s. Las salidas de dsolver son:

1) t: vector de instantes de tiempo, donde ty < ¢, < T Vk = 1,...,n. Matlab determina este vector

adaptivamente, dependiendo de la complejidad de la funcién.

2) Solucién de la ecuacién diferencial evaluada en los instantes de tiempo ¢ :

Yo Yia - Yi,m
Y20 Y21 - Y2m

y=1". . ) (108)
yn,O yn,l tee yn,m

Los argumentos de dsolver son:

1) 'funcion’ es la funcién f(t,y) que define la ecuacién diferencial. Debe ser ingresada como funcién .m.

y ser pasada por referencia.
2) [t0 T define el intervalo donde se revolverd la ecuacién diferencial.
3) y0=[y1,0 -.- Yn,0] €s el vector de valores iniciales

4) options son las opciones del comando dsolver. Utilizaremos las opciones por default.

Por ejemplo, para resolver el sistema de Volterra - Lotka:

dy1
= = ky—k
dt 1Y1 2Y1Y2
yl(to = 1) = 1000 k1 = 3, ky = 0.002 (109)
dyo
—= =k —k
di 3Y1Y2 4Y2
ya(to = 1)=1500 ks =0.0006,ks = 0.5

Primero se debe programar el sistema como funcién .m:

function dy=Volterra Lotka(t,y)
%Modelo Volterra Lotka para un sistema depredador - presa
%Condiciones iniciales:

%y1(1)=1000; y2(1)=500; t in [1,4]
%Parametros

k1=3.0; k2=0.002; k3=0.0006; k4=0.5;
%Sistema ecuaciones diferenciales
dy=zeros(2,1);

dy(1) = kI*y(1)-k2*y(1)*y(2);

dy(2) = k3*y(1)*y(2)-k4*y(2);

end
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Luego se ejecuta algin comando de dsolver pasando la funcién f por referencia. Se recomienda utilizar

ode4b por su precisién y rapidez de célculo. Si ode45 demora en entregar la solucién, se debe ocupar odelbs:

[t,y] = oded5(@QVolterra_ Lotka,[1 4], [1000 500]); (110)

Resolveremos a continuacién un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden que modela

las reacciones quimicas del ozono en la alta atmésfera, ver ref. [4].

ACT 3:

El proceso quimico de decaimiento del ozono (O3) en la alta atmoésfera debido al efecto de la radiacion

del sol se describe mediante la férmulas:
k1
03+02 kx:‘0+202 03+O 202 (111)
2

donde k1, ks, k3 son los pardmetros cinéticos. Sise denota por y1, y2, y3 las concentraciones de O3, O, O3,

la reaccién (111) se puede modelar mediante el sistema de edo no lineales de primer orden:

d

% = —kiynys+ kzyzy§ — k3192

d

% = k1y1ys — kayays — ksyiyo (112)
d

% = —kiy1ys + kavoys + k3yiyo

Para simplificar este sistema usualmente se supone que la concentraciéon de Oy es constante. Déandole

valor a las constantes y re-escalando se obtiene el sistema:

d

% = —y1— s + 2%y, 41(0) =1 (113)
dy>  (y1 —v1y2) _

- 98 3y2 42(0) =0

Resuelva el sistema (113) mediante los comandos ode45 y odelbs en el intervalo [0,10000]. Incluya en

el informe como utiliz6 los comandos en cada caso y los gréficos de:
(a) y1(t) v/s t,yz()V/St v/s t v/st
d
() 2(0) ¥/5 2 a(6) v/ %
d d
(c) yi(t) v/s ya(t), % v/s %

en el intervalo [0 10000]. Qué puede decir acerca de la rapidez de la reaccién de O3 y O ?

Aproxime el sistema (113) mediante un desarrollo de Taylor de primer orden en torno a (y1(0),y2(0)) =
(1,0), para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales lineales y resuelva este sistema en el intervalo

[0,10000]. Incluya en el informe como utiliz6 los comandos en cada caso y los gréficos de:
(a) y1(t) v/s t,ya2(t) v/s t v/s t = v/st

dyz
(b) v ()V/sf,yz() v/s —=

dt
(©) n(0) v/s walt), L v /s 2

dt

en el intervalo [0 10000]. Qué puede decir acerca de la rapidez de la reaccién de O3 y O ?

La aproximacién lineal mantiene la rapidez de la reaccion de Oz y O observada en el caso no lineal 7
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6 Solucién de ecuaciones diferenciales no lineales rigidas

Como mencionamos anteriormente, las edo rigidas (stiff) son de dificil solucién numérica en la préctica
debido a singularidades o fuertes variaciones en un intervalo pequeno, ver refs. [2, 4]. Crear una edo rigida
es méas simple de lo que parece. Por ejemplo, consideremos la edo no lineal:
i ()2
‘C% = m y(to) =0Vt € [0,25] (114)
muy similar a la ecuacién (93), pero con mayor variabilidad. El comando ode45 no converge en este caso.
Al resolver esta edo con el comando odelbs se obtiene:

Solucién EDO rigida: y=sinfty(1+sin(f))
2 ; ; ; ;

1.51 J

e
o
T
.

o
I

Solucuén EDO y(t)

o
2]
T

-1.5 1 J

0 5 10 15 20 25

d sin (y? + ¢
Figura 9. Solucién numérica edo no lineal rigida: Y L
dt (14 sin(t?))
Se observa del gréfico las fuertes variaciones de la solucién. En la proxima actividad se resolverd una edo

stiff de segundo orden.

ACT 4: Oscilador de Van der Pol

Considere la ecuacién del oscilador de Van der Pol que modela un circuito electrénico utilizado en las

radios alrededor de 1920: P2 J
Yy 2 Y

—Z 4yt t)—1)—= =
gz Ty () - 1)—

La funcién y(t) es la corriente eléctrica y la constante p mide la no linealidad del sistema.

0 (115)

1) Transforme la edo de Van der Pol en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden aplicando
la transformacién standard: g
Y

n) =yt) ()=

Programe el sistema resultante como funcién .m. Llame a esta funcién vdp.m. Escriba el cédigo en el

(116)

informe.

2) Aproxime la edo (115) mediante una edo lineal. Resuelva esta edo lineal en el intervalo [0, 6000]. Incluya

d
en el informe la aproximacién, como utilizé los comandos en cada caso y los gréficos de: y(t) v/s t, d—:z

dy
v/s t, p v/s y(t).
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3)

Para p = 200,400, 600,800, 1000 resuelva la edo no lineal de Van der Pol en el intervalo [0 6000]
utilizando el comando odel5s y las condiciones iniciales [1; 0] y [2;0]. Incluya en el informe como utilizé
el comando en cada caso y los graficos de y1(t) ¥y y2(t) en el intervalo [0 6000]. Podra apreciar el

comportamiento oscilatorio y periédico de la solucién.

d d
Incluya en el informe como utiliz6 los comandos en cada caso y los gréficos de: y(t) v/s t, d—"g v/s t, cd

dt
v/s y(t).
Discuta la influencia del pardmetro p en la rigidez de la solucién.

Compare la solucién lineal y no-lineal. La aproximacién lineal reproduce el comportamiento de la

solucién no lineal ?

En este caso, se puede hacer un anilisis de error de los métodos 7 Proponga una forma de estudiar el

error.
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