Laboratorio 2 MA-4301: Algebra Lineal Numérica 2

Gonzalo Hernandez

UChile - Departamento de Ingenierfa Matemética

En este laboratorio revisaremos los siguientes temas de SEL:

1) Factorizacién de matrices: PA = LU, A = LU (Crout), A = RRT (Cholesky), A = QR (Householder),
A =USV (Descomposicién en valores singulares).

2) Métodos para valores y vectores propios: Potencia, Potencia Inversa, QR, Schur.

3) Métodos iterativos para SEL: Jacobi, Gauss - Seidel, Sobre-Relajacién, Gradiente Conjugado.

Los metodos implementados en Matlab para SEL provienen de la libreria LAPACK, ver ref. [2].

1 Factorizaciéon de matrices

La factorizacién permite explotar en forma eficiente la estructura y propiedades de ciertas matrices, lo que
es de utilidad al resolver gran cantidad de SEL definidos por la misma matriz A pero diferentes vectores lado
derecho by, ..., by,. En esta seccién estudiaremos las factorizaciones: PA = LU (Gauss), A = LU (Crout), A =
RTR (Cholesky), A = QR (Householder), A = USV (Descomposicién en valores singulares), A = UTTU

(Descomposicién de Schur).

Toda matriz A de n x n invertible admite una factorizacion PA = LU de la forma:
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donde L es una matriz invertible triangular inferior con diagonal igual a 1 que almacena la informacién
del pivoteo realizado sobre A y U es una matriz invertible triangular superior que resulta del proceso de

triangularizaciéon de Gauss. El comando Matlab que implementa esta factorizacién es:
[L,U, P] = lu(A) (2)

donde PA = LU y P es la matriz de permutaciéon de filas que aparece al pivotear parcialmente. FEsta
factorizacién es ttil para resolver varios sistemas Ax = b con diferentes vector lado derecho b. Para cada b
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se resuelven dos sistemas triangulares por substitucion forward y backward:

Ax = b
PAz = Pb (3)
LUz = Pb—{Ly:Pb

Ur=y

El sistema Ly = Pb es triangular inferior y se resuelve directamente por sustitucién forward, mientras que
el sistema Uz = y es triangular superior y se resuelve por sustitucién backwards. Por ejemplo, si b= [1 2 3
4)" y A es la matriz de Pascal de 4 x 4 :

>> A=pascal(4)

A =
1 1 1
1 2 4
1 3 6 10
1 4 10 20
>> [L,U,P]=1u(A)
L =
1.0000 0 0 0
1.0000 1.0000 0 0
1.0000 0.6667 1.0000 0
1.0000 0.3333 1.0000 1.0000
U =
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0 3.0000 9.0000 19.0000
0 0 -1.0000 -3.6667
0 0 0 0.3333
P =
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

En este caso, la matriz P refleja que al aplicar el método de Gauss se cambié la segunda fila por la cuarta.
Si no hay cambio, P es igual a la matriz identidad.

Los sistemas triangulares Ly = Pb,Ux = y quedan de la siguiente forma:

1 0 0 0] [y] 1] (1] 1
1 1 0 0 Y2 _ 4 - Y21 3
1 06667 1 0| |ys 3 Y3 0
1 03333 1 1] |y 2] | Y4 | 0
(4)
11 1 1 7 [z4] (1] (2] [0
0 3 9 19 z| |3 _ |72 _ 1
0 0 —1 —-3.6667| |z 0 T3 0
0 0 0 03333 |z 0] EA 0
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Si la matriz A es tridiagonal:
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donde los coeficientes a1, a2, as1, ass, a3, ey Op(n—1), Gnn son todos distintos de cero y lai| > |aiit1| +

lai+14] Vi=1,...,n — 1, su factorizacién A = LU puede ser llevada a la forma:
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mediante el Método de Crout:

Paso 1:
li1 =an
a12
U2 =
iy
Paso 2: Parai=2,....,.m — 1
lii-1y = @ig-1)
Ly = QG4 — li,(i—l)u(i—l),i
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Este tipo de matriz aparece al calcular la spline ctibica de una funcién y al resolver una ecuacién diferencial

parcial mediante el método de diferencias finitas. Los temas de interpolacién con splines y diferencias finitas

los veremos en los laboratorios 4 y 9 respectivamente. Por ejemplo, para la matriz tridiagonal:

-1 0 0
-1 0
-1 3 -1
-1 2
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la factorizaciéon de Crout queda:

Paso 1:
lin=a11 =2
ai2 1
U2 = 77— = —3
i
Paso 2: 1 =2 Paso 2: 1 =3
logy = a9 = —1 30 =a32 = —1
log = agzg — loyura =3 — (1) (—3) = 3 l33 = agz — lypugz =3 — (=1) (-2) = 2 (8)
_ag -1, _aze 1 4
Uz =7"="75 =75 Ut =T = —15 = ~13
22 3 33 5
Paso 3:
lagg =as3 = -1 ]
laa = asq — lizuzs = 2 — (—1) (—1%,) = %
2 -1 0 0 2 0 0 O0][t -2 0 0
-1 3 -1 0 -1 5 0 o]0 1 =2 0
frng — 2 - 3
A 0 -1 3 -1 o -1 £ offlo o 1 -3 ©)
0o 0 -1 2 0 0 -1 2|0 0 0 1

Sea A = (a;;) una matriz simétrica de n x n a coeficientes reales. Diremos que A es definida positiva si

satisface alguna de las siguientes condiciones equivalentes:
Cy) zTAz >0Vz #0
C3) Todos los valores propios de A son positivos.

C3) Todos los determinantes de las matrices cofactores principales son positivos.

La condicién més eficiente de verificar es la C3. Por ejemplo, para la matriz de Pascal de 4 x 4 :

det [Ap1] = det(1) = 1 det(Agy) = det [ L ] —1
B =
det(Asz)=det | 1 2 3 | =1 det(Ayy) =det =1
13 6 1 3 6 10
1 4 10 20
Toda matriz simétrica y definida positiva posee una tinica factorizacién de la forma:
A=R"'R (11)

donde R es una matriz triangular superior. Para calcular R se aplica el método de Cholesky:
Paso 1: Inicialmente r11 = /a1
Para j=2,...,n
15 = a1y / T11

Paso 2: Parat=2,...n—1:

i—1 1/2
_ 2
rii = | @i — E Thi
k=1

Para j=i+4+1,...,n:
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Paso 3: Finalmente:
n—1 1/2
Tnn = (ann - Z T]%n>
k=1
La principal utilidad de esta factorizacién es el ahorro del calculo de los coeficientes de la matriz triangular

inferior L de la factorizacién PA = LU.

Toda matriz rectangular A = (a,;) de m x n a coeficientes reales, donde m > n, admite una factorizacién:

[ 711 T2 o Tin
0 7roo - Top
qi1 qi2 - qim 0
qi2 422 - Qq2m
0 0 0
dim 42m e dmm .
| 0 0 0 |

donde @ es una matriz ortonormal de m x m: QTQ = I y R es una matriz trapezoidal superior de m x n

con filas a coeficientes nulos a partir de la fila (n + 1). Por ejemplo:

11 1 —-0.5 0.6708 0.5 0.2236 -2 -5 -10

A 12 3|_1-05 02236 -05 -0.6708 0 —0.2361 —6.7082 (12)
1 3 6 -0.5 -0.2236 —-0.5 0.6708 0 0 1
1 4 10 -0.5 —-0.6708 0.5 —0.2236 0 0 0

Es posible generar una versién reducida de la factorizacién QR: Sea A = (a;;) una matriz rectangular de
m X n a coeficientes reales, de rango n. Sea A = QR la factorizacién de esta matriz. Existe entonces una

unica factorizacion de A de la forma:

A=QR (13)
donde @, R son las submatrices de Q, R definidas por:
Q=Q(1:m,1:n) R=R(:n,1:n) (14)

Mids aun, la matriz @ tiene columnas ortonormales y R es una matriz triangular superior que coincide con
la matriz de Cholesky de la matriz simétrica y definida positiva AT A, es decir AT A = RT R. Siguiendo con

el ejemplo anterior:

11 1 (0.5 0.6708 05 02236 [-2 -5 ~10

1 2 3|  |-05 02236 —05 —0.6708| |0 —0.2361 —6.7082

1 3 6| ~ |-05 —02236 —0.5 0.6708 0 0 1

1 4 10 |—0.5 —0.6708 0.5 —0.2236] | 0 0 0

R e A

1 3 6| — |-05 —02236 —05 8 _0'5361 _6'1082 (15)

1 4 10 |—0.5 —0.6708 0.5
11 1 1 1 ; é (4 10 20 —2 0 o] [-2 -5 —10
123 4| |, 5 | = [10 30 65| =|-5 —02361 0| |0 —02361 —67082
136 10] |, o 20 65 146 ~10 —6.7082 1| |0 0 1
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Las principales aplicaciones de esta factorizacién estédn en el cédlculo de valores y vectores propios y en la
resolucion de sistemas Ax = b sobre-determinados via método de minimos cuadrados:
2 2 2 = ~ 2 G 2
min [ Az~ b|* = [QRz — b = || Ra - Q"|” = HRm - QTbH + (Z | [(Q") ] (16)
i=(n+1

donde la segunda igualdad se obtiene por la propiedad de preservacién de norma de la matrices ortonormales.
Luego = € R™ es solucién de m]iRn | Az — b|)” siy solo si: 2 = R~1QTb.
TER™

Para calcular las matrices @, R se puede utilizar las matrices de transformacion de Givens o Householder,
o bien el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Sean ay, gy las columnas k de la matrices A, Q,
k =1,...,n, respectivamente. Luego:

~ a1
qQq =
laxl
k—1
qr,. = QG — Z (@Tak) (ZT k= 2,..,mn (17)
j=1
Gz = T k=2,...,n
gkl

Una vez calculada é se determina R = QVTA. En la préctica se recomienda utilizar una versién modificada mas
estable ante propagacién de errores del método de Gram-Schmidt. El cdlculo en Matlab de la factorizacion
modificada de A = QR se realiza mediante los comandos:

@, R, P] = qr(A) (18)
[ngRgvv} = q?“(A,O)

donde:
AP = QR (19)
A( : ,v) =QyR,

Por ejemplo, para la matriz de pascal de 4 x 3 la factorizacién QR es de la forma:

>> A=pascal(4);
>> A=A(:,1:3)

A =
1 1
1 2 3
1 3 6
1 4 10
>> [Q,R,Pl=qr(4)
Q =
-0.0828 -0.7688 0.5934 -0.2236
-0.2483 -0.5247 -0.4616 0.6708
-0.4966 -0.1586 -0.5275 -0.6708
-0.8276 0.3295 0.3956 0.2236
R =

-12.0830 -1.6552 -5.3794
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0 -1.1226 -0.9762

0 0 -0.3297
0 0 0
P =
0 1 0
0 0
1 0 0

En este caso la matriz P de permutacién derecha genera una matriz R con diagonal decreciente en médulo.

>> [Qg,Rg,v]l=qr(4,0)

Wg =
-0.0828 -0.7688 0.5934
-0.2483 -0.5247 -0.4616
-0.4966 -0.1586 -0.5275
-0.8276 0.3295 0.3956
Rg =

-12.0830 -1.6552 -5.3794
0 -1.1226 -0.9762
0 0 -0.3297

3 1 2

En este caso se genera la versién reducida de la factorizacion QR : A = @fi En el vector v se guarda la
permutacién de columnas de A, de manera que la matriz R quede con diagonal decreciente en médulo.

Toda matriz rectangular A = (a;;) de mxn a coeficientes reales admite una factorizacién en valores singulares

de la forma:

A=USVT (20)

donde U,V son matrices ortogonales de m X m,n X n respectivamente y S es una matriz rectangular de
m X n de la forma:
S = diag(o1,...,0p) p = min(m, n) (21)

que contiene los valores singulares o; de A ordenados de mayor a menor, definidos segiin:
o =/ Ai(ATA) (22)

Por ejemplo, para la matriz de pascal de 4 x 3 la factorizacién en valores singulares es de la forma:

1 1 1 0.1078 0.6792  0.6907 —0.2236| [13.341 0 0

1 2 3| 02739 0.5705 —0.3866 0.6708 0 1.3997 0 8;421;;1 8;22; _009;);1?5
1 3 6| (05078 0.2065 —0.4995 —0.6708 0 0 0.2395 0.6544 7(') 7900 0 éSlO
1 4 10 0.8096 —0.4130 0.3521 0.2236 0 0 0 ' ' '

(23)
Esta factorizacion tiene gran cantidad de propiedades y aplicaciones, ver ref. [5]. Algunas de ellas son:

P1) Si A es una matriz de n x n, simétrica:

oi = \JMi(ATA) = V/Ai(4%) = [Ai(4)] (24)
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2 P 2
P2) Al = 2 o3
P3) ||Ally = 01
P4) El rango(A) es igual al nimero de valores singulares distintos de cero.

P5) El valor singular més pequefio es igual a la distancia en norma ||-||, a la matriz de rango deficiente méds

cercana a la matriz A.

Si rango(A) = r < min(m,n), la matriz A = VSUT de n x m se denomina la pseudo inversa de Moore -

Penrose, donde S es la matriz de n x m definida por:

S =diag(X, L., 2.0,..,0) (25)

d

La matriz A también es llamada la inversa generalizada de A. Si rango(A) = n < m se tiene que A =
(AT A)~1AT. Luego, si rango(A) =n=m = A= A"L.

En Matlab la factorizacién en valores singulares se calcula mediante los comandos:

[U,S, V] = svd(A) (26)
[U,S, V] = svd(A,0)

donde U, V' son matrices ortogonales de m X m,n X n respectivamente y S es la matriz rectangular de m x n
que contiene los valores singulares de A. La segunda opcién del comando [U, S, V] = svd(A,0) produce una
version reducida de la factorizacién, donde U, V' son matrices ortogonales de m x n,n X n respectivamente y
S es una matriz cuadrada de n x n. Por ejemplo, para la matriz de pascal de 4 x 3 las factorizaciones SV D

standard y reducidas son de la forma:

>> [U,S,V]=svd(A)

U =
-0.1078 -0.6792 0.6907 0.2236
-0.2739 -0.5705 -0.3866 -0.6708
-0.5078 -0.2065 -0.4995 0.6708
-0.8096 0.4130 0.3521 -0.2236

S =
13.3410 0 0

0 1.3997 0

0 0 0.2395

0 0 0
vV =

-0.1274  -0.7453 0.6544
-0.4061 -0.5628 -0.7200
-0.9049 0.3574 0.2310

>> [U,S,V]=svd(4A,0)

-0.1078 -0.6792 0.6907
-0.2739 -0.5705 -0.3866
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-0.5078  -0.
-0.8096 0.
g =
13.3410
0 1
0
vV =
-0.1274  -0.
-0.4061 -0.
-0.9049 0.

2065
4130

.3997

7453
5628
3574

-0.4995
0.3521

0.2395

0.6544
-0.7200
0.2310

ACT1: Factorizacién de matrices:

La instruccién switch/case permite ejecutar diferentes instrucciones condicionalmente al valor de una

variable real, entera o string. Su sintaxis es:

switch var

case valorl

..... //Instruccionesl Matlab
case {valor2,valor3,valor4}

..... //Instrucciones2 Matlab

otherwise

..... //Instrucciones de Matlab

end

Si var = walorl se ejecutan las Instruccionesl y no se ejecutan las demds instrucciones; si var =

valor2,valor3d, valord se ejecutan las Instrucciones2 y no se ejecutan las demds instrucciones, y asi

sucesivamente. Si la variable var no es igual a los valores que definen los case, entonces se ejecutan las

instrucciones de otherwise.

Utilizando la instruccién switch/case programe la funcién fact matriz.m que calcula las factorizaciones
de LU, Crout, Cholesky, QR, SV D y resuelve un SEL. De acuerdo a la factorizacién seleccionada debe
recibir diferentes inputs, realizar algunos cédlculos y entregar diferentes outputs.

1) Método LU:

(a) Recibir como input una matriz A de tamano n X n y un vector b € R™.

(b) Verificar que las dimensiones de A y b son correctas. Sino, se debe imprimir un mensaje de error

y salir sin ejecutar el método.

Hint: El comando error permite salir de una funcién sin ejecutarla debido a que se produjo algin

tipo de error. Busque en el Help como utilizarlo.

(¢) Calcular la factorizacion PA = LU mediante el comando [L, U, P] = lu(A). Calcular la solucién

del sistema Az = b aplicando la factorizacién.

(d) El output de este método deben ser las matrices L, U, P, la solucién del SEL, el error de la solucién

y el tiempo de cpu.
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2) Método de Crout:

(a) Recibir como input 4 vectores b, ¢, d, e.
(b) Verificar que d,b € R"; ¢c,e € R"1
Verificar que todos los coeficientes de ¢, d, e son diferentes de cero.
Verificar la condicién |ai;| > |a; 11| + a1 Vi=1,...,n — L.
Si alguna de estas condiciones no se cumple se debe imprimir un mensaje de error y salir sin

ejecutar el método.

(¢) Generar una matriz tridiagonal con ¢ como diagonal secundaria inferior, d como diagonal principal
y e como diagonal secundaria superior. Es decir:

d e 0 e 0
ci da en . :
A= 0 c2 ds 0 (27)
: .. .. .. €(n-1)
L O -+ 0 ¢ dnp |

(d) Implementar el método de Crout, calculando las matrices L, U.
(e) Resolver el sistema Ax = b aplicando la factorizacion.
(f) El output de este método deben ser las matrices L, U, la solucién del SEL, el error de la solucién

y el tiempo de cpu.

Hint: Para generar en Matlab una matriz tridiagonal, puede utilizar el comando:

A = full(gallery('tridiag’, c,d, e)) (28)

donde c es la diagonal secundaria inferior, d la diagonal principal, e es la diagonal secundaria superior.
Los vectores c, e deben tener una componente menos que d. En Matlab las matrices tridiagonales son
almacenadas en forma sparse dada la gran cantidad de coeficientes nulos que poseen. El comando full
transforma la matriz A de sparse a standard.

Por ejemplo:

>> d [1 23 45];

> c = [-1 -1 -1 -1];

> e = [-2 -2 -2 -2];

>> A=gallery(’tridiag’,c,d,e)

A =
(1,1) 1
(2,1) -1
(1,2) -2
(2,2) 2
(3,2) -1
(2,3) -2
(3,3) 3
(4,3 -1
(3,4) -2

10
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(4,4) 4
(5,4) -1
(4,5) -2
(5,5) 5

>> A=full(gallery(’tridiag’,c,d,e))

A

1 -2 0 0 0
-1 2 -2 0 0
0 -1 3 -2 0
0 0 -1 4 -2
0 0 0 -1 5

3) Método de Cholesky:

(a) Recibir como input una matriz A de tamafio n X n y un vector b € R™.

b) Verificar que A es simétrica y definida positiva. Si la matriz A no verifica alguna de estas condi-
y g
ciones se debe imprimir un mensaje de error y salir sin ejecutar el método. Para determinar si A

es definida positiva se debe utilizar la condicién Cj.

(¢) Verificar que las dimensiones de A y b son correctas. Sino, se debe imprimir un mensaje de error
y salir sin ejecutar el método.

(d) Calcular la matriz R mediante el comando R = chol(A). Calcular la solucién del sistema Az = b
aplicando la factorizacién.

(e) El output de este método deben ser la matriz R, la solucién del SEL, el error de la solucién y el
tiempo de cpu.

4) Método QR:

(a) Recibir como input una matriz A de tamafio m X n y un vector b € R™.

(b) Verificar que las dimensiones de A y b son correctas. Sino, se debe imprimir un mensaje de error
y salir sin ejecutar el método.

(c) Calcular la factorizacion QR mediante el comando [Q, R, P] = ¢r(A). Calcular la solucién del
sistema Ax = b aplicando la factorizacién.

(d) El output de este método deben ser las matrices @, R, P, la solucién del SEL, el error de la solucién
y el tiempo de cpu.

5) Método SV D:

(a) Recibir como input una matriz A de tamafio m x n y un vector b € R™.

(b) Verificar que las dimensiones de A y b son correctas. Sino, se debe imprimir un mensaje de error
y salir sin ejecutar el método.

(c) Calcular la factorizacién SV D mediante el comando [U, S, V] = svd(A). Calcular la solucién del
sistema Ax = b aplicando la factorizacion.

(d) El output de este método deben ser las matrices U, S, V, la solucién del SEL, el error de la solucién
y el tiempo de cpu.

11
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Hint: En Matlab es posible construir funciones que tienen un nimero variable de inputs y outputs
mediante las instrucciones:
varargin, varargout (29)

las cuales son un cell array que contienen todos los argumentos de input y output. Veamos un ejemplo

de como usarlos:

function varargout=funct_var_arg(varargin)
n=nargin;
switch n
case 1
x=varargin{1}; y=exp(sin(x));
varargout{1}=y; varargout{2}=length(y); varargout{3}=plot(x,y,’-b’);
case 3
x=varargin{1}; y=varargin{2}; s=varargin{3};
varargout{1}=plot(x,y,s);
otherwise
error (’Numero de parametros incorrecto’);
end
end

Los pardmetros nargin, nargout definen el nimero de argumentos de input y output. Se puede llamar a la

funcién funct _var_arg.m de varias formas, por ejemplo:

>> x=[0:0.2:2];
>> [y,size_y,h]=funct_var_arg(x)
y =

Columns 1 through 11

1.0000 1.2198 1.4761 1.7588 2.0490 2.3198 2.5397 2.6790 2.7171 2.6481 2.4826

size_y = 11
h = 158.0135
>> x=[0:0.2:2]; y=x.*exp(-x.72);
>> [h]=funct_var_arg(x,y,’-r’)
h = 158.0143

2 Meétodos para valores y vectores propios

El siguiente teorema, ver ref. [7], es el resultado principal del algebra lineal sobre el que se fundamentan una

serie de métodos para SEL.
Teorema 1 Sea A € R"*™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A es no singular.
b) det(A) # 0.
¢) El sistema lineal Az = 0 tiene solucidn unica © = 0.

d) Para cualquier b € R™ el sistema lineal Ax = b tiene solucidn unica.
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e) Las columnas y filas de A son linealmente independientes.

La afirmacién e) puede ser reformulada de la siguiente forma: A tiene rango n (nimero de columnas lineal-
mente independientes).

Definicion 2 Sea A € R™ ™. Un escalar A € R y un vector x € R™, x # 0, se denominan valor y vector
propio de A si satisfacen la ecuacion:
Az = Xz (30)

Por el teorema anterior concluimos que A es un valor propio ssi:
det(A—XI)=0 (31)

que se denomina la ecuacién caracteristica de A y que define el polinomio caracteristico:
n )
p(A) =det(A—AI) =0=p(A) =) ;X
i=0

Entonces A tiene n valores propios, no necesariamente distintos, que son las raices del polinomio caracteris-
tico. El conjunto de valores propios de A o(A) = {A1, A2, ..., \n} es el espectro de A y su radio espectral se
define segun:

p(A) = maz |A] (32)

i=1,...,n
El siguiente teorema, ver refs. [7], resume las principales propiedades asociadas a los valores y vectores
propios de una matriz A:

Teorema 3 Propiedades de los valores propios A1, Ag, ..., A, de A € R™"*"™:;

1) Los valores propios de una matriz A triangular superior o inferior son los coeficientes de la diagonal.

2) El determinante de A es el producto de sus valores propios:

det(A) = /\1/\2 e /\n (33)

3) La matriz A es singular ssi tiene un valor propio nulo.

4) La suma de la diagonal de A (definida como la traza) es igual a la suma de los valores propios:
o=y @

5) Toda matriz A con valores propios reales {A1, ..., Ar}, 7 < n, no necesariamente distintos con multipli-

T
cidades m; tal que > m; =n es similar a una forma de Jordan:

=1
Ji 0 0
vav-tog= | (35)
S
0 0 J,
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donde cada bloque J; es de tamario m; X m; y tiene la siguiente estructura:

N1 0 -~ 0
0 N 1 :

Ji=lo o . - o (36)
. . . - 1
[0 0 -~ 0 A

6) Si A es una matriz simétrica a coeficientes reales:

(a) Los valores y vectores propios son reales.

(b) Los vectores propios asociados a valores propios distintos son ortogonales y por lo tanto A es
similar a la matriz diagonal D con los valores propios de A:

VYAV = VT AV = D = diag(\1, Az, o An) (37)
En Matlab se pueden calcular los valores y vectores propios con los comandos:

[V,D] = eig(4) (38)
[V,D] = eig(4,B)

En la salida V se entregan los vectores propios con norma 1 (cudl es esta norma ?) y en D una matriz
diagonal con los valores propios tal que satisfacen las ecuaciones:

AV = VD (39)
AV = BVD

También es posible calcular el polinomio caracteristico mediante el comando:
¢ = poly(A) (40)

La salida de este comando es el vector de coeficientes en orden decreciente de acuerdo a la potencia y tal
que ¢, =1:
c=11¢p1 g ... o (41)

Luego se pueden calcular las raices de ¢ con el comando:
r = roots(c) (42)

El algoritmo para calcular ¢ = poly(A) estd dado por:
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z = eig(A);

c = zeros(n+1,1); ¢(1) = 1,

forj = 1in

c(2j+1) = c(2:j+1)-z(j)*<(L:j);

end
El teorema de Abel establece que no existe una férmula analitica para calcular las raices de un polinomio de
grado mayor o igual a 5. Por esta razén el comando roots(c) calcula las raices de ¢ como los valores propios
de la matriz companera de c:

A = compan(c) (43)

mediante el algoritmo:
n=length(c)-1;
A = diag(ones(n-1,1),-1);
A1) = -c(2:n4+1)./c(1);
eig(A);
donde n es el grado del polinomio c.

Los métodos numéricos que se utilizan para calcular valores y vectores propios se dividen en métodos parciales
(Potencia, Potencia Inversa), que permiten calcular los valores y vectores propios extremos, y globales (QR,
QR modificado con Householder y Givens), que permiten calcular todos los valores y vectores propios.

El método de la Potencia permite aproximar los valores propios de mayor y menor médulo: Ay, A, (re-
spectivamente), y sus vectores propios asociados. Este problema es de gran interés en varias aplicaciones:
vibraciones en maquinas y estructuras, andlisis de redes electricas, etc. Calcular los valores propios de mayor

y menor médulo también tiene aplicaciones en Andlisis Numérico.

Sea A una matriz de n x n diagonalizable, es decir similar a la matriz diagonal D que contiene sus valores
propios:
VAV =D (44)

donde las columnas de V' son los vectores propios de A. Supongamos que los valores propios de A son de la
forma:
[Aa] > A2 = [As] = -+ = A (45)

donde \; tiene multiplicidad algebraica igual a 1. La siguiente iteracién del método de la potencia calcula

aproximadamente A\ y vy :

Etapa 0:  Seleccionar un punto inicial v° € R™ tal que:
jo#l, =1
A\ = (UO) Ay
k=1
Etapa 1: Calcular
Zk — A’Uk71
E_ 2P
R P
= (vk) Av*
Si [ A= XF| < Tol A [t = k|| < Tol = STOP
Sino k=k+ 1y volver a iterar

Método de la Potencia.
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Si A es simétrica se tiene que:
2k
A2

‘)\1 - )\k) <A1 = A tan? (6o) N (46)

donde cos(fg) = |vlTU0|. Esta desigualdad establece que la velocidad de convergencia del método de la
potencia es cuadrética con respecto al radio % .

Para calcular el valor propio A, que estd més cercano a un nimero dado p ¢ o(A) = {A1,..., A\, } se puede
utilizar el método de la potencia inversa. Supongamos que 3\, € o(A), tal que:

|Am_,u| < |/\1—,LL| VZZI,,R, ’L;ém (47)

La siguiente iteraciéon del método de la potencia inversa calcula aproximadamente A\, y Vs :

Etapa 0:  Seleccionar un punto inicial v° € R™ tal que:
29, =1
A\ = (vo) A
k=1
Etapa 1: Calcular:
Azl =kt
k _ 2+
[12%]]
AF = (vF)" Ao
Si [ A= XF| < Tol A [kt = k|| < Tol = STOP
Sino k=k+ 1y volver a iterar

Método de la Potencia Inversa.

k—

En el caso que p = 0 se tiene que A, = A\p, vy, = vy,. Para resolver AzF = v*~1 en forma eficiente, se puede

escoger una factorizacién adecuada de A. Las matrices de esta descomposicién se calculan sélo una vez.

Utilizando la factorizacion QR es posible calcular todos los valores y vectores propios de una matriz A,
reduciéndola mediante transformaciones similares adecuadas a una matriz en la cual son méds ficiles de
calcular. El teorema de la descomposicién de Schur, ver ref. [5], establece que toda matriz A € C**" es
similar a una matriz triangular superior 7' via matrices de transformacién unitarias U:
Aotz e tin
_ 0 A
UTTAU =UHAU =T = 2 (48)
: : tin—1),n
0 0 0 An
En el caso de matrices a coeficientes reales la descomposiciéon de Schur genera una matriz T' triangular
superior con bloques de tamano 1 o 2. En Matlab se calcula esta factorizacion con el comando:

[U,T] = schur(A) (49)

>> A=[3 17 -37 18 -40;1 0 0 0 0;0 1 00 0;00 10 0;0 0 0 1 0];

>> [U,T]=schur(A)
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-0.9798 0.1936 0.0437 -0.0139 0.0199
-0.1960 -0.9779 -0.0244 0.0554 -0.0398
-0.0392 0.0586 -0.8818 0.2079  -0.4175
-0.0078 -0.0518 -0.3997 -0.8039 0.4374
-0.0016 0.0055 -0.2454 0.5544 0.7952

T =
5.0000 18.9738 -34.2569 42.5583 8.9218
0 -4.0000 6.7699 -8.4097 -1.7610
0 0 2.0000 -1.8340 -0.3041
0 0 0 -0.0000 0.6971
0 0 0 -1.4345 -0.0000
>> eig(h)
ans =
5.0000
-4.0000
2.0000
0.0000 + 1.0000i
0.0000 - 1.00001
>> eig(T)
ans =
5.0000
-4.0000
2.0000

-0.0000 + 1.00001
-0.0000 - 1.00001

Etapa 0: Seleccionar Q° € R™*™ matriz ortogonal.
T0 — (QO)T AQO
k=1
Etapa 1:  Calcular factorizacién QR de:
Qk‘Rk = Tk-1
Tk — Rka
Si ||T**+! — T*|| < Tol = STOP
Sino k=k+ 1y volver a iterar

Tteracion QR para Factorizacién de Schur.

Lamentablemente, como consecuencia del Teorema de Abel esta factorizacion no puede ser calculada direc-
tamente, pero si numéricamente mediante la iteracién QR anterior. La convergencia de T h— T (ver
—00

ecuacién 48) esta asegurada con la condicion: |[A;| > |[A2] > -+ > |A,], con tasa de convergencia:

tﬁ(ifl)‘ =0 (

Si adicionalmente A es simétrica la secuencia T* converge a la matriz diagonal de valores propios de A.

g
Aic1

k
> Vi=2,..,n; k— oo (50)
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ACT2: Aplicacion valores y vectores propios: Vibracién dindmica libre en un puente, ver ref. [8].

n+l1 n+2 n+3 2n—-2 2n—1 2n

o )
[ ]
0 2n+1
o L ‘J = -
1 2 3 n—2 n-—1 n

Figura 1. Estructura esquemética de un puente.

Consideremos un puente con estructura esquemsética de acuerdo a la figura 1, formado por 2n nodos y 5n
vigas. Los nodos 0 y (2n + 1) estdn fijos a tierra. Cada viga horizontal y vertical tiene una masa m y las
vigas diagonales masa v/2m. La rigidez de cada viga se representa mediante una constante de resorte x > 0.
Sean z,y € R?" los vectores de desplazamientos horizontales y verticales, respectivamente. La respuesta

libre del puente puede ser estudiada resolviendo el siguiente problema de valores propios generalizados:

Mz = MKz My = MKy
M = m- diag?n (Oé, bv a, 7, b? ’Y) (51)
K Kia
K =
w [Ku K11:|

donde: o =3+ v/2,b = (5,3, ...,ﬁ)T ER" 2 3= % + V2,7 =14+ V2, K5 = tridiag,(—1, -1, —1),

Ky, = tridiag,(—1,d,—1), d = (4,5,5, ..., 5,4)T € R™. M es la matriz de masa y K la matriz de rigidez.
Sean (Ag,vr) k =1, ...,2n los pares valor y vector propio del problema (51). En el disefio de una estructura
es de fundamental importancia calcular las frecuencias naturales wy = v/A, y los modos de vibracién vy,. Si
la frecuencia de excitaciéon de una fuerza externa (vehiculos, viento, terremoto) coincide con una frecuencia

natural de una extructura se produce resonancia y como consecuencia pueden aparecer grandes oscilaciones.

Programe la funcién vibracion dinamica.m que calcula las frecuencias naturales wy y los modos de vibracién
vg. Esta funcién debe recibir como input los pardmetros n,m, k y resolver el problema (51) de la siguiente

forma:
1) Construir las matrices M, K. Verifique que K es simétrica y definida positiva.

2) Realice un cambio de variables de manera que el problema (51) quede como un problema de valores
propios standard: Cz = pz.

3) Aplicando 2) calcular los valores y vectores propios del problema del problema (51), el polinomio
caracteristico ¢ y la matriz companera de ¢, utilizando los comandos de Matlab: eig, poly, compan.
Adicionalmente calcular el error de los valores y vectores propios y el tiempo de cpu.

4) Aplicando 2) calcular los valores y vectores propios del problema (51) utilizando la iteraciéon QR para
la factorizacién de Schur. Adicionalmente calcular el error de los valores y vectores propios y el tiempo
de cpu.

5) Comparar las soluciones calculadas en 3) y 4) en cuanto a precisién y tiempo de célculo.

6) Ejemplifique sus calculos para el caso n = 5,m = 10,k = 1. Finalmente, grafique la deformacién
que ocurre en la estructura para alguna de las frecuencias naturales wy y los modos de vibracién vy
calculados. Compare esta deformacion con la estructura en reposo.
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3 Meétodos iterativos para SEL

El tema del laboratorio 1 fue resolver SEL mediante el método directo de Gauss, cuya caracteristica principal
es determinar la solucién de Az = b realizando una cantidad finita de operaciones de orden O(n?). Si el
computador que se estd utilizando fuera capaz de operar con aritmética de infinita precisién, es decir sin

errores de redondeo, la solucién encontrada seria exacta.

En el caso que estemos resolviendo un SEL de gran tamano, el orden de operaciones de Gauss se convierte
en un gran obstdculo. Los método iterativos o indirectos comienzan de un punto inicial z° y lo mejoran

sucesivamente aplicando una iteracién de punto fijo de la forma:

" = PR =Baf +h (52)
ok
F =
a,

hasta que el cambio entre 2 iteraciones consecutivas es menor que la tolerancia:
|2* ! — 2F| < Tol (53)

Las constantes B € R"*" h € R™ dependen del método utilizado.

Una iteracion de un método indirecto realiza una cantidad de operaciones O(n?), un orden de magnitud
menor que el método de Gauss. Luego, la conveniencia de aplicarlos se define por la cantidad de iteraciones

que realiza.

A pesar que la convergencia es lenta en algunos casos, los métodos iterativos tienen las siguientes ventajas:

1) Se pueden implementar utilizando almacenamiento eficiente de matrices sparse. Es posible entonces
aplicarlos a sistemas sparse de gran tamano no necesariamente de estructura de banda, como las

matrices tridiagonales.

2) Auto-corrigen errores, es decir, los errores de redondeo en una iteracién son corregidos en las iteraciones

siguientes.

Adicionalmente, en los tltimos 30 afos han surgido las técnicas de sobre-relajacién que mejoran la tasa de

convergencia de los metodos iterativos cldsicos: Jacobi y Gauss-Seidel.

El método de Jacobi se define mediante la iteracion:

n
§ k
bi — aija:j

ghtl = I=LIF i=1,on k=0,1,2,.. (54)
Qg

El método de Gauss-Seidel se define mediante la iteracién:

i—1 n
. ekl .k
b; — E a;;T; g a;;jT;
=1

j=i+1

xf“ = i=1,...,n k=0,1,2,.. (55)
Qg
La forma matricial estd dada por:
Y = ByaF 4 hy (56)
"t = Bgsa® + has

19



Universidad de Chile Departamento de Ingenieria Matemadtica

Facultad de Ciencias Fisicas y Matemadticas Laboratorio 2 MA-4301
donde:
By = —d(A)'I(A)+u(A)]  hy=dA) (57)
Bas = —[d(A)+1(A)] " u(A)  has = [d(A) +1(A)] b
y a su vez:
B o (077 Si 1= j
(d(A))U - { 0 en otro caso
o Qij sit>j
(Z(A))m - { 0 en otro caso (58)
o Qij sit <y
(u(A))ij = { 0 en otro caso

Estos métodos convergen Vaz® € R” si A es estrictamente diagonal dominante:

n

|akk| > Z |akj| Vk=1,..,n (59)
J=1j#k

La rapidez de convergencia comparativa de Jacobi y Gauss-Seidel se obtiene de las siguiente proposiciones,
ver ref. [7]:

Proposicién 4 Si z* es la iteracion k de un método iterativo para un SEL Ax = b que tiene la forma:

2"t = Ba¥ + h (60)
Entonces:
2 — x ssip(B) <1 (61)
k—o0

donde p(B) es el radio espectral de B.
Proposicién 5 Si z* es la iteracion k de un método iterativo para un SEL Ax = b que tiene la forma:
" = Bab + h (62)

FEntonces:
kaH — xH ~ p(B)k on — xH (63)

Proposicion 6 Silos métodos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen se tiene que:
0 < p(Bgs) <p(By) <1 (64)

Se puede mejorar la rapidez de convergencia de Gauss-Seidel aplicando una técnica de sobre-relajacién (SOR)
definida mediante la iteracién:

i—1 n
, k41 ok
b; — g ;T g i Ty
Jj=1 J=i+l .
xl.c+1 = (1—(,0);3?—}—&) 1= 1,...,7’L k=0,1,2,...
Q5

= (1—wef +w (Bgsxk + has)
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para w > 1. El valor éptimo del pardmetro w estd dado aproximadamente por:

2
Wopt = (66)

1/p
Ax(k+p)
1+\/1—( e )

AzF) = ||xk—wk_1H

ver refs. [1, 4, 7]. El pardmetro wop: se puede estimar haciendo k = 10 iteraciones con w =1 y luego p =1
iteraciones més. Se calcula wqy y se deja fijo para el resto de las iteraciones.

Para una matriz diagonal dominante, simétrica y definida positiva, el valor éptimo de w,,; estd dado por la

féormulas 5
- (67)
14 \/1- p(Bas)

Por ejemplo:

A=y 13 4
0 0 -1 2
2 0 0 0]7'[0 =1 0 o0 0%00
1 3 0 0 0 0 -1 0 o I 1
Bas = =19 _1 3 o 000—1_0%%% (68)
0 0 -1 2 00 0 0 0o - L I

= ~ 1.1147

2
Wo =
v 1++/1—p(Bas) 1+ /I-03692

Se puede resolver un SEL Qx = b aplicando un método de optimizacién sin restricciones. Sea (PC) el
problema de optimizacién cuadrdtico definido por:

; 1.t t
min ¢(z) = 52°Qr — b'x 69
xeﬁ{n q(z) = 3 (69)
donde @ es una matriz simétrica y definida positiva. La solucién tinica del problema anterior estd dada por:

Qr=1» (70)

Para disminuir la cantidad de cédlculo de los métodos directos (cuyo costo es O(n?)) se utilizan técnicas
provenientes de la optimizacién. Los métodos que realizan menor cantidad de cédlculo son gradiente y
gradiente conjugado. La iteracién del método de gradiente para el problema (69) estd dada por:

Etapa 0:  Seleccionar un punto inicial z° € R®
Definir £ =0
Etapa 1:  Calcular:
d¥ = —Qz* +b
Si ||d¥|| < Tol = STOP.
Si no, seguir a Etapa 2. (71)
Etapa 2: Calcular o* paso:
E (dk)tdk
- (dk)thk

Calcular: zFt! = zF 4+ ofdk

Definir £k = k + 1 y volver a Etapa 1.

Algoritmo 1. Método del Gradiente.

Las caracterfsticas principales del método de gradiente son:
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P1) Convergencia global: Para cualquier punto inicial la iteracién converge al 6ptimo del problema (PC').

P2) La rapidez de convergencia del método es lineal: Si 2* es la sucesién de puntos determinados por el

método del que:

41—l < i et —allg w20 i

donde z es la solucién del problema (PC).

P3) Dos direcciones consecutivas generadas por el método del gradiente son ortogonales. Esta caracteristica
puede originar lentitud de convergencia.

El método de gradiente conjugado tiene también convergencia global, pero ademds mejora significativamente
la rapidez lineal de convergencia, debido a que las direcciones de descenso que va construyendo son @
ortogonales 2 a 2. Luego, si los cdlculos son desarrollados con precisién aritmética infinita, realiza a lo mas
n iteraciones.

Definicién 7 Un conjunto de direcciones {d*,...,d™} de R™, no nulas y tal que m < n, se dird Q-conjugado

2 a2 si:
1 sii=j

O] — 5. po L
(d)'Qd” =05 by =1..,m donde d;; _{ 0 en otro caso

En el caso Q = I, las direcciones son ortonormales.

Proposicién 8 Si D = {d',...,d™} es un conjunto Q-conjugado, entonces D es de rango mdzimo, i.e. los
vectores d* son linealmente independientes.
Demostracion. En efecto, sean o € R; i =1,...,m, tal que:

m . .
Z a'd'=0
i=1
premultiplicando por (d7)'Q # 0:
Zai(dj)thi = Zai(sij =aof Vi=1,..,m
i=1 i=1
Luegood =0 Vj=1,..,m. m

El método de gradiente conjugado para el problema (PC), suponiendo que no se tienen calculadas las
direcciones conjugadas, es el siguiente:

Etapa 0:  Seleccionar un punto inicial " € R®
k=0
9°=Vq@a")=Qa"—b  d'=-¢g°
Etapa 1:  Calcular
k_ (g")d"
o (dk)thk
kL = ok L ok gk
Si ||z* ! — 2F|| < Tol = STOP
Si no, seguir a Etapa 2.
Etapa 2:  Calcular
gk+1 — vq(szrl) — Ql,k+1 —b
() Qd"
Pk = "(@)t Qdr
dk-+1 — _gk+1 + pkdk
k =k + 1y volver a Etapa 1.
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Método del Gradiente Conjugado.

Teorema 9 El método del gradiente conjugado es un método de direcciones conjugadas. Si no termina en

Ty, entonces:
i) (9% g") = (9%, Q9" ..., Q"¢°)
i) (d°, ...,d*) = (g°,Qq°, ..., Q¥ ¢®)
i) (d*)Qdi=0  Vi=0,...k—1

(g")g"  llgF?

. k _ —

O el T,

U) o — (gk+1)tgk+1 _ ||gk+1H2
(g%)tgk g% 1

Demostracion. La demostracion se puede revisar en las refs. [3, 6]. m

Como las direcciones conjugadas son @-ortogonales entre si, el método del gradiente conjugado converje en
a lo més n iteraciones, considerando aritmética de precisién infinita.

Ejemplo 10 Consideremos el problema cuadrdtico (PC) definido por la matriz de Pascal:

11 1 1 1
12 3 4 1

©=11 3 6 10 "=h (73)
1 4 10 20 1

Cuya solucién es x = (1,0,0,0)T. En la siguiente tabla se muestran las iteraciones del método de gradiente
conjugado a partir de x° = (10,10,10,10)7 :

z* = = =],

(10,10,10,10)T 19.5192

(8.5126,6.2243,2.4104, —3.3104)" 10.5806

(2.6392, —0.2346, —1.2772,0.6178)T 2.1806

(0.9468,0.1244, —0.1022, 0.0289)" 0.1720
(1,0,0,0)" 0

=W N = O

ACT3: Métodos Iterativos para SEL:

Utilizando la instruccién switch/case programe la funcién metodos iterativos_sel.m que calcula la
solucién de un SEL aplicando los métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel, Gauss-Seidel Sobre-
Relajado y Gradiente Conjugado. De acuerdo a la factorizacién seleccionada debe recibir diferentes
inputs, realizar algunos calculos y entregar diferentes outputs.

1) Para los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel:

(a) Recibir como input una matriz A de tamano n x n, el vector lado derecho b de tamafio n x 1, el
punto inicial 0 de tamafno n x 1, la tolerancia T'ol y la cantidad méxima de iteraciones MaxIter.
Se debe chequear si las dimensiones del SEL estan bien definidas. Si no es asi, se debe imprimir
un mensaje de error y salir sin ejecutar el método.
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Hint: El pardmetro T'ol permite determinar si el método iterativo debe terminar por convergencia.
Se utiliza de la siguiente forma:

Si ||a**! — 2| < Tol = STOP (74)

donde zF*t, 2 son 2 iteraciones consecutivas del método iterativo.

(b) Si se llama la funcién sin paramétro Tol se debe definir un valor por default Tol = 1075.
Si se llama la funcién sin paramétro MaxIter se debe definir un valor por default MaxIter = n.
Si se llama la funcién sin paramétro x0 se debe definir un valor por default 20 = 0.
Hint: Puede utilizar las instrucciones nargin, nargchk para verificar la cantidad de argumentos

con que es llamada una funcién.

(c) Implementar los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel en su forma matricial, comenzando de z° y
teniendo como output la solucién de Ax = b entregada por el método, el error y el tiempo utilizado
en cpu.

Hint: Puede utilizar los comandos: triu,tril, para construir las matrices de la iteracion.

(d) Pruebe la funcién con varios sets de datos (A4, b) generados aleatoriamente para n = 100, 200, 300, 400, 500.
Considere matrices bien y mal condicionadas. No incluya los datos en el informe, sélo los resul-
tados. Como varfa la precisién y el tiempo de cpu al aumentar n ?

2) Para el método de Gauss-Seidel Sobre-Relajado:

(a) Recibir como input una matriz A de tamano n x n, el vector lado derecho b de tamafio n X 1, el
punto inicial 0 de tamano n x 1, la tolerancia Tol y la cantidad méxima de iteraciones MaxIter.
Se debe chequear si las dimensiones del SEL estan bien definidas. Si no es asi, se debe imprimir

un mensaje de error y salir sin ejecutar el método.
(b) Definir valores por default a pardmetros no especificados, de acuerdo a 1) b).

(c) Implementar el método de Gauss-Seidel Sobre-Relajado en su forma matricial, comenzando de
20 v teniendo como output la solucién de Az = b entregada por el método, el error y el tiempo
utilizado en cpu. Para aplicar este método se debe calcular w,,; en forma aproximada.

(d) Pruebe este método con el mismos datos que usé para Jacobi y Gauss-Seidel. Es mejor este

método ? Explique en detalle.

3) Programe el método de Gradiente Conjugado de acuerdo a lo realizado para los métodos de Jacobi,
Gauss-Seidel y Gauss-Seidel Sobre-Relajado.

Pruebe este método con el mismos datos que usé para los métodos anteriores.

De acuerdo a sus resultados: Cual método es mejor en precision y tasa de convergencia 7 Explique en
detalle.
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