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Redes Universales
P1. Definicion: Sea X un conjunto se dice que (To)aep una red es universal si:
(VACX)(xa)acp entra sequramente en A o en A°)

Se demostrara ahora que toda red posee una subred universal.Para esto definiremos A como la
familia de C C P(X) tal que cumplen con.

VA, BeCANBeC

VA €C (za)acp entra frecuentemente en A

1.1 Demuestre que A posee un elemento maximal para C al que llamaremos C*.
1.2 Demuestre que YA € P(X) A€ C* o A° € C*.
1.3 Demuestre quesiC € A. Existe (ys)se g subred de (4)aep tal que VA € C (ys5)scr  entra seqguramente en A.

1.4 Concluya.

Topologia Cuociente

P2. Sea (X,7) y R una relacion de equivalecia.

2.1 Si el espacio cuociente X/R es Hausdorff. Entonces R es cerrado.

2.2 Si la proyeccién es abierta, y R es cerrada entonces X/R es Hausdorff.

Grupos Topolégicos

P3. Definicidn: Una Tripleta (G, -, 7) es un grupo topologico si y solo si (G, ) es un grupo, (G, 7) es
un espacio topolégico, y la funcion ¢ : G> — G ¢(z,y) = x -y~ ! es continua relativa a la topologia
producto.

Definicién: Si X, Y CGsedefine X ':={reG:27'eX}yX - Y={z-y:zeX,yeY}

3.1 Sea (G,-) un grupo y 7 una topologia para G. Entonces son equivalentes:

a (G,-,7) es un grpo topoldgico.

1

b Para todo z,y € G y cada vecindad W de x -y~ existen U vecindad de x y V vecindad de y

talque U - V-1 C W.
c i(x) ;=271 y m(z,y) := x -y son continuas.
3.2 Pruebe que si G es un grupo topolégico i(x) := 27! | Ly(z) :=a -z y Ry(z) := x-a , donde
a € G son homeomorfismos en si mismo.

3.3 Si G es un Grupo topoldgico, sea U el sistema de vecindades de la identidad. Entonces A es
abierto si y solo si Vo € A 27! - A € U (equivalentemente si 4-z~! € U).



34 A=n{U-AlU eU}y =n{A-U|U e U}.
Definicién: Un espacio topolégico (X, 7) se dice Ty si Vo # y U € 7 tal que x € U y
y¢U,oyeUyaxg¢U

3.5 Demuestre Que un grupo Topologico es Tj si y solo si es Hausdorff.

3.6 Sean (G;)icr grupos topoldgicos entonces en [[,.; G; se define (z;) - (y;) := (z;-y;). Demuestre
que [];c; Gi con este producto y la topologia producto es un grupo topolégico.

Espacio Homogéneo y Grupo Cuociente

P4. Definicion: Sea G un grupo topoldgico, H un subgrupo. Entonces G/H con la topologia cuociente
se dice Espacio Homogéneo. Si H es normal entonces G/H es un Grupo Cuociente.
4.1 Demuestre que la funcién canonica es abierta.
4.2 Demuestre que si H es normal entonces G/H es un grupo topolégico.

4.2 Sean G, F grupos topologicos | : G — F un morfismo. Entonces [ es continua si y solo si [ es
continua en la identidad.

Topolégia producto de espacios metricos Numerables

P5. Sean (X;,d;)ien espacios metricos. Demuestre que la topologia producto es metrizable.Para Esto

5.1 Demuestre que d; := min{d;, 1} y d; son equivalentes Vi € N.
5.2 Defina

o di(zi, i
d(z,y) :== Z %

n=0

Y muestre que genera la topolégia producto.



