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Teorema de Hahn-Banach en Dimensién Finita

P1. Sea C C RP un convexo no vacio, tal que, 0 ¢ C. La intencién de este problema es mostrar que
existe un hiperplano que separa a C de 0.

a) Sea (%, )nen un conjunto denso en C. Defina
Cp i=conv{x; :i=0,..,n} = {Ztﬂz it > O,Zti =1}
i=0 1=0

Pruebe que C,, es compacto y que |JC,, es denso en C.
b) Pruebe que Vn € N3f,, € R? tal que ||fn|| =1y (fn,z) > 0Vx € C,.
c¢) Pruebe que 3f € R™ tal que ||f||=1y (f,z) > 0 Vz € C. Concluya.

d) Sean A, B C RP dos convexos disjuntos demuestre que existe un hiperplano que los separa.

Topologia Débil

P2. Sea (E,7) un espacio vectorial topoldgico, E* := {£: E — R : £ es lineal y continua }. Se define la
topologia débil denotada por o(E, E*) como la topologfa inicial formada por E*. Si (x4)aep una
E.E*
red, x, u x se denota por x4 — T.

Note que B := {(\,c; {1 (B(0,¢)) : I € Pf(E*),e > 0} es una base de vecindades del cero.

a) Pruebe que si (z4)aep una red, entonces x, — x si y solo si £(zy) — £(z)Vl € E*.
b) Pruebe que si x4 — = x4 — .

c) Sea (E,| - |) un espacio de Banach, sea (x,) una sucesién tal que x,, — = . Entonces (z,,) es
acotada y || z || < liminf || z, ||

Il

d) Sea z, — x y ¢, — ¢, entonces £y, (z,) — £(z).

Dual de un Espacio Vectorial Topolégico
P3. Sea (F, ) un espacio vectorial topoldgico, sea ¢ : E — R. Entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes.

a) ¢ es continua.

b) ker({) es cerrado.

d

e

)
)
¢) Ker(f) no es denso.
) ¢ es acotada en una vecindad del 0.
)

¢ es continua en cero.



Unicidad de Espacios Finito Dimensionales

P4. Sea (F, ) espacio vectorial topoldgico sobre R de dimensién finita. Demuestre que (F, 7) es isomorfo
a (R" x R™, 7, ®7,) donde 7, = {R™, §}. Para esto haga lo siguiente.

a)
b)

Demuestre que un espacio vectorial topolégico es separado si y solo si {0} es cerrado. Propuesto

Demuestre que la si F de un espacio vectorial topoldgico, L es un sub-espacio cerrado y G un
sub-espacio de dimension finita. Entonces L + G es cerrado.

Hint: Utilize la topologia cuociente E/L y si P : E — E/L es la proyeccién candnica, entonces
G+ L=PPQ).

Si Fi, F> son separados entonces F; & F es separado.

Sea (e;)!1™ una base de Hamel de F suponga que Fy := ((e,)";) es separado y maximal.
Demuestre que {0} = Fy := ((e;)i%,,41)-
Hint: Razone por contradiccién y use b).

Defina ¢ : (R™ x R™, 7| @ 1) = (F,7) , ¢((a:), (b)) = Y1y aiei + ZZ’;HH bie;. Concluya



