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P1. a) (3,0 ptos.) Suponga que usted dispone de una mesa cuadrada, sobre la cual dibuja un ćırculo
inscrito en ella. Usted lanza n objetos al azar sobre la mesa (i.e., distribuido uniformemente
sobre la superficie de la mesa), y denota cn la cantidad de ellos que cae dentro del ćırculo.
Muestre que 4cn/n converge en probabilidad y casi seguramente a π cuando n→∞.

b) (3,0 ptos.) Un productor afirma que al menos el 20 % del público prefiere su producto. Se
toma una muestra de 100 personas para verificar su afirmación. Con α = 0,05, ¿cuál es la
mı́nima cantidad de personas que prefieren el producto de manera que no haya suficiente ev-
idencia para rechazar la afirmación del productor? Si sólo 10 personas prefieren el producto,
¿cuál es el p-valor del test?

P2. a) (3,0 ptos.) Un astrónomo quiere conocer la distancia d (en años luz) que hay desde la
Tierra a una lejana estrella. Para medir esta distancia el astrónomo dispone un instrumento
adecuado, pero debido a variaciones en las condiciones atmosféricas, el valor obtenido en cada
medición no corresponde a la distancia exacta, sino a una variable aleatoria con esperanza
d y varianza 4. Por esta razón, el astrónomo planea tomar n mediciones independientes,
y estimar d usando el promedio. ¿Cuál es el mı́nimo valor de n tal que, con probabilidad
de al menos un 95 %, su estimación tiene un error de a lo más ±0,5 años luz? Obtenga un
resultado utilizando la desigualdad de Chebyshev, y otro aproximando con el TLC.

b) (3,0 ptos.) Se desea estudiar la variabilidad de la temperatura mı́nima diaria (en grados
Celsius) durante la primera semana de invierno. Se obtuvieron los datos descritos en la
siguiente tabla:

lunes martes miércoles jueves viernes sábado domingo

5,0 2,4 −1,0 2,6 4,0 −2,0 3,0

Suponiendo que los datos conforman una m.a.s. proveniente de una normal, obtenga un
intervalo de confianza para la varianza σ2 al nivel 90 %.

P3. Sea X1, . . . , Xn una m.a.s. proveniente de una gama(θ, λ), donde θ > 1 es conocido.

a) (2,5 ptos.) Muestre que los estimadores de λ del método de los momentos y el de máxima
verosimilitud coinciden con λ̂ = θ/X. Recuerde que la esperanza una variable gama(θ, λ) es
θ/λ, y su densidad es

λe−λx(λx)θ−1

Γ(θ)
1[0,∞)(x).

b) (1,0 pto.) Concluya que λ̂ converge casi seguramente a λ cuando el tamaño de la muestra
crece indefinidamente.

c) (2,5 ptos.) Muestre que la esperanza de λ̂ es λnθ/(nθ−1) y modif́ıquelo para obtener un esti-
mador insesgado λ̃. Suponiendo θ > 2, calcule la varianza de λ̃ y muestre que es un estimador
consistente. Indicación: utilice el hecho que

∑n
i=1Xi tiene distribución gama(nθ, λ).




