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Una persona dispara con arco y flecha a un blan-
co. Si la flecha llega a menos de 5cm del centro,
se asignan 10 puntos; si estd a mas de 5cm y a
menos de 15cm, se le asignan 5 puntos; y si estd a
més de 15cm y menos de 25cm, se le asignan 3
puntos. En otro caso, no se asignan puntos. Cal-
cule la cantidad esperada de puntos que obtiene
la persona, si se sabe que la distancia de la flecha
al centro del blanco se distribuye uniformemente
entre Ocm y 50cm.

. El arancel mensual de una determinada carrera

universitaria asciende a $60. Si el ingreso per
capita mensual de la familia de un estudiante
es inferior a $50, se le asigna 100 % de beca; si
el ingreso per cépita estd entre $50 y $80, se le
asigna 50 % de beca; y si esta entre $80 y $100,
se asigna un 25%. En otro caso, no se asigna
beca. Calcule el valor esperado de la beca men-
sual asignada a un estudiante escogido al azar,
suponiendo que el ingreso per capita mensual de
la familia se distribuye uniformemente en el in-
tervalo [$25, $175].

a) Sea X variable aleatoria con densidad fx
simétrica, es decir, fx(x) = fx(—x) para
todo x € R. Pruebe que la densidad
de la variable aleatoria |X| es fix|(z) =
2fX(w)Il[0,oo)(x).

b) Sea X variable NV(0,0?). Calcule E|X]|.

a) Sea X ~ N(u,0?). Pruebe que (X — u)/o

es una normal estandar.
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b) Sea X ~ N(10,36). Calcule P(X < 5),
P(X > 16) y P(4 < X < 16). Use una tabla
de la distribucién normal estdndar.

Calcule E(X) si X tiene densidad dada por

)
4xe_“*’/2 x>0
en otro caso,

1—3: -l<z<l1

en otro caso,

5/x?

0 en otro caso.

T>5

c) f(m):{

Se dispone de una urna con N bolitas, de las
cuales m son blancas y el resto son negras, y se
extraen n bolitas al azar. Calcule la cantidad es-
perada de bolitas blancas extraidas. Indicacion:
defina variables indicatrices adecuadas y utilice
la linealidad de la esperanza.

Se tienen dos mazos idénticos con n cartas cada
uno. La persona A extrae k4 cartas al azar del
primer mazo, y la persona B extrae, independi-
ente de A, kp cartas al azar del segundo mazo.

a) Muestre que el nimero esperado de cartas
que aparecen simultdneamente entre las es-
cogidas por A y por B, es (kakp)/n.

b) Muestre que el nimero esperado de cartas
que aparecen entre las escogidas por uno
de ellos, pero no ambos, es (nkg + nkp —

2kakp)/n.

Indicacion: defina variables indicatrices ade-
cuadas para cada caso, y use linealidad de la
esperanza.

Sea X variable aleatoria. Dado o € R, definimos
s(a) = E[(X — a)?]. Pruebe que para todo «
se tiene que s(a) > var(X) y que se alcanza la
igualdad sélo cuando a = E(X).

. Decimos que la variable aleatoria X tiene dis-

tribucion de Pareto si su densidad estd dada por

{c(:vm/:c)o‘+1 T 2> T
0

fz) =

en otro caso,
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donde x,,,a > 0 son parametros.

a) {Cudl es el valor de c?

b) ;Para cudles « estd bien definida la esper-
anza de X7 Calcule E(X) para aquellos «
que tenga sentido.

c¢) ¢Para cudles «v estd bien definida la varianza
de X? Calcule var(X) para aquellos o que
tenga sentido.

d) ;Cuadl es la distribucién de log(X/zy,)?

Sean X1 ~ N(u1,03) v Xo ~ N(uz,03) vari-
ables aleatorias independientes. Pruebe que X7+
Xo ~ N (p1 + p2, 07 + 03).

a) Sean X,Y variables aleatorias independi-
entes, y sea Z = min(X,Y’). Calcule Fz en
términos de Fx vy Fy.

b) Sean X ~ exp(A) e Y ~ exp(u). {Cudl es
la densidad de Z = min(X,Y)?

Sean Xi,...,X, variables independientes, to-
das con distribucién uniforme en [0,1]. Sea
Y = méx(Xy,...,X,). Pruebe que fy(y) =
ny™ 1 1)(y), y calcule E(Y).

Sean X e Y variables aleatorias independientes
con funciones generadoras de momentos dadas
por

¢
e'/2

Mx(t) =% y My(t) = ——.

Pruebe que P(XY = 1) = 1/e?. Indicacion: re-

cuerde que la funcién generadora de momentos

caracteriza la distribucién de una variable aleato-

ria.

Sea X una variable aleatoria con distribucién de
Laplace de parametros € Ry b > 0, es decir,
su densidad estd dada por

1 le—p

fx(z) = 27)6_ 2

Vo € R.

a) Muestre que la funcién generadora de mo-

mentos de X es My (t) = e /(1—b*t?) para

|t|] < 1/b.

b) Calcule la esperanza y varianza de X.

¢) Suponiendo p = 0, calcule la densidad de
| X|. ;Qué variable conocida es | X|?

d) Sean Y] ~ exp(A1), Y2 ~ exp(A2) variables
independientes. Pruebe que A1Y; — A2Ys
tiene distribuciéon de Laplace con paramet-
rosu=0yb=1.

15. Se dice que X tiene distribucién log-normal con

pardmetros gy 02 si Y = In(X) tiene distribu-
cién N (u,0?).

a) Pruebe que la densidad de X es

1 _ (n(@)—p?
[ 202

]]-(0,00) (l’)

b) Pruebe que

E(X) = e“'*'%UQ,VEmr(X) — g2nto? (e”2

—1).

Indicacidn: utilice la funcion generadora de
momentos de una variable N (u, o2).

16. En un banco, las 5 cajas disponible atienden a

tasa de 0,4 personas por minuto cada una. Las
personas se ubican en una unica fila por orden
de llegada y van siendo atendidas a medida que
se desocupan las cajas.

a) ;Cuél es la tasa de atencién conjunta de las
cajas?

b) ;Cudl es el tiempo promedio de espera de
la primera persona en la fila?

¢) Usted llega al banco y se ubica en la fila,
quedando en el sexto puesto. ;Cudl es la
probabilidad de que usted pase a una caja
antes de 2 minutos? ;Cudl es el valor es-
perado del tiempo que transcurre desde que
usted se ubica en la fila hasta que termina
de ser atendido?

17. Un cazador sabe que en el sector que él caza se

avistan pajaros a tasa de A\ pajaros por hora.

a) Calcule la probabilidad que el cazador
aviste mas de M péjaros en 1 hora.
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b) Suponga ahora que el cazador caza a un
pajaro avistado con probabilidad p. Cal-
cule la probabilidad que cace exactamente k
pajaros en t horas. Indicacion: Condicione
en el nimero de pajaros avistados.

c¢) Llamemos V; a la cantidad de pajaros caza-
dos hasta el tiempo t. En base a lo obtenido
en el item anterior, ;qué puede decir acerca
de (Nt)tZO?

Sean X e Y wvariables aleatorias con densidad
conjunta

c(z® +y*) size(0,1],y€0,1]

0 en otro caso.

fX,Y(ﬂC,Z/) = {

a) Pruebe que ¢ = 3/2.
b) ;Son X e Y independientes? Explique.

c¢) Calcule la densidades marginales de X e Y.

Sean X e Y variables aleatorias con distribucién
conjunta dada por

1 e

fxy(@,y) = SRR
para todo x e y.

a) ;Son independientes? Explique.

b) Calcule las  densidades  marginales.
;, Qué variables conocidas son X e Y?

Sea A C R? como en la figura 1, y sea (X,Y) un
vector aleatorio uniformemente distribuido sobre
A, es decir, fxy(z,y) = drea(A) 1 14(z,y).

a) Muestre que fx(z) = 2%'“7”'1[_171](33). Cal-
cule también la densidad marginal de Y.

b) Deduzca que E(X) =
cov(X,Y) =0.

¢) ¢Son independientes X e Y7 Justifique.

0 y muestre que

Sean X e Y variables aleatorias independientes
exponenciales de pardmetro A\ = 1. Sean U =
XY,V = XY. Muestre que funcién de densi-
dad conjunta de U y V es

Ve

fov(u,v) = 2u
0 en otro caso.

u>0,v>0

Figura 1: Conjunto A

. Sean X e Y variables independientes con dis-

tribucién normal estandar. Determine la funciéon
de densidad conjunta de U = X y V = X/Y.
Muestre que X/Y tiene distribucién de Cauchy,
es decir, su densidad es

_
(1 +a2)

. Suponga que las variables aleatorias X e Y

tienen distribucién conjunta

S(x®+9y?) 0<2<1,0<y<l1

0 en otro caso.

fxy(z,y) = {

a) Encuentre las densidades marginales de X
eY.

b) Encuentre las densidades condicionales
Ixy@ly) vy fyix(ylo).

¢) Encuentre E(X|Y = y).



