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P1. En lo que sigue, dados U, V ∈ Rn, 〈U, V 〉 denota el producto interno entre U y V . Observe
que si identificamos los vectores de Rn con las matrices columna, entonces 〈U, V 〉 = U tV .

(a) Pruebe que si U, V ∈ C1(I)n, entonces:

d

dt
〈U(t), V (t)〉 = 〈U ′(t), V (t)〉+ 〈U(t), V ′(t)〉

(b) Sean X1 y X2 soluciones del sistema lineal X ′(t) = AX(t), donde A es una matriz
antisim’etrica (At = −A). Pruebe que si 〈X1(t0), X2(t0)〉 = 0 entonces
〈X1(t), X2(t)〉 = 0, para todo t.

P2. Considere la ecuación {
x′ = f(t, x), t ∈ [0, T ]

x(0) = x0,

con f función continua en [0, T ], T > 0 y que satisface

|f(t, z1)− f(t, z2)| ≤ |z1 − z2| z1, z2 ∈ R, t ∈ [0, T ].

Sabemos que si partimos con una función continua φ0, entonces la iteración de Picard

φn+1(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, φn(s))ds, n > 0

converge a la solución de la ecuación. Dadas K y δ constantes positivas, suponga que φ0 y
φ1 satisfacen

|φ1(t)− φ0(t)| ≤ Ktδ, t ∈ [0, T ].

Demuestre que para N ≥ 3:

|φN(t)− φ1(t)| ≤MKtδ+1

N−2∑
k=0

Mktk

(δ + 1)(δ + 2) · · · (δ + k + 1)
,

y luego, usando que δ + 1 ≥ 1 y tomando N →∞, concluya que

(∀t ∈ [0, T ]) |x(t)− φ1(t)| ≤MKtδ+1eMt.
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