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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ecuaciones del tipo:

Qif alx+b1y+c1)
dx  \ax+by+ao)’

Distinguir 2 casos:
©Q Lasrectas L1 :aix+biy+c =0y Ly:ax+by+c=0se
intersectan en (xo, yo).

@ Las rectas L1 y L son paralelas, i.e existe k € R tal que

dn b2
_——=— = k
dl b1
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ecuaciones del tipo:

ﬂ—f aix + bry + ¢
dx  \ax+hby+o)’

Distinguir 2 casos:
©Q Lasrectas Ly :aix+biy+ca =0y Ly:ax+by+c=0se
intersectan en (xo, yo).
Cambio de Variable: £ = x — xp, n =y — yo. Asi
dn _ . <81§+ bﬂ?)
d§ al + b))’

ec. homogénea

@ Las rectas L1 y Ly son paralelas, i.e existe k € R tal que
2 _ b _

ai b
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ecuaciones del tipo:

ﬂ—f aix + bry + ¢
dx  \ax+hby+o)’

Distinguir 2 casos:
Q Lasrectas Ly :aix+biy+c =0y Ly:ax+by+c=0se

intersectan en (xo, yo).
@ Las rectas L1 y L, son paralelas, i.e existe k € R tal que

2 b
aa b
Cambio de Variable: z = ajx + biy = z/ = a1 + byy’
JrC1
"= a4 bif =
z A+ o (kZ + &

ec. variable separable
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

) —2x+4y —6
E lol:y = ————"——
Jemplo &y xX+y—3
Solucién:
—2x+4y -6 = I .
{ Xxty—3 — 0 = sol. tnica (xo, y0) = (1,2).

Cambio de Variable: { =x—-1,n=y —2

dy _ —26+4y _ —2+4n/¢
d¢§ £+ 1+n/¢

Cambio de Variable: z =n/¢ (= n' = z+ &£Z'). Asi

244z

23742
V4

& -7 =
&z z+1

Sol. ctes: z=1,z=2 =y =x+1, y = 2x (sol. particular de las
EDO).
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Asumiendo, z% — 3z + 2 # 0:

z+1 1 2 3 1
2T =4 - dz = —d¢.
Ty L S < z—1+z—2> z=—gdt

Integrando y quitando el logaritmo nos da

(z—2)2 ¢
—_— == R.
(-12 "¢ °°
Retornando a la variable original:
(y 2X) c
(yXl)ZZX—]_’ ceR
7(}/ — 2 = celR
(y—x-1)2 7
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

x+y+1
2x+2y —1
Solucién: Las rectas son paralelas ; Porque?
Cambio de Variable: z=x+y

Ejemplo 2: y/ = —

,oz+1 e z—2
2z -1 C2z—1

»Sol. cte: z=2 = y + x = 2 « sol. particular EDO
» Suponer z # 2:

/(24—232) dz_/dx+c<:)2z+3ln(z—2)_x+c

x+2y+3In(x+y—2)=c.

» y =2 — x es solucién singular.
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ejemplo (1): (x?y? — 1)dy + 2xy3dx =0

M(x,y) = 2xy3 < homogénea grado 4

N(x,y) = x?y? — 1 < no homogénea (por el 1).
i Lo ly \/;_y3_6x3/2

Ejemplo (2): y' = D 3? = o

M(x,y) = y> — 6x3/2 — no homogénea (por término x3/?)

N(x,y) = 2xy? « homogénea grado 3

i Que hacer en estos casos?
Rpta: Hacer cambio variable y = z%, donde debemos encontrar
a € R tq la E.D sea homogénea.

y =az® 7 6 dy=az" ldz
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ejemplo (1) (continuacién): (x2y? — 1)dy + 2xy3dx = 0

= a(x*Z3*71 — 22 dz 4+ 2x2*%dx = 0
grado de x?z31: 30 + 1 Para que sea homogénea los grados
grado de z* 1 v — 1 deben ser iguales: 3a+1=a—-1=
grado de xz3%: 3ar + 1 a=-—1

Asi, y =1/z. Luego
1 x? 2x
& (22 — x?)dz + 2xzdx = 0

Cambio variable: z = ux = dz = udx + xdu

u(v? 4 1)dx + x(v®> = 1)du =0 ...
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Aplicaciones (Enfriamiento de cuerpos)

Ley de Enfriamiento de Newton

La rapidez con que se enfria un objeto es proporcional a la diferencia
entre su temperatura y la del medio ambiente que lo rodea.

T(t) := temperatura del objeto en el instante t.
Tm(t) := temperatura del medio ambiente en el instante t.
Ecuacién Diferencial:

dT
— =—k(T—-Tp), k>0

dt ( m)

Ejemplo: Una bola de cobre se calienta hasta una temperatura de
100°C. Después, en el tiempo t = 0, se coloca en agua que se
mantiene a una temperatura de 30°C. Al término de 3 minutos la

temperatura de la bola se reduce a 70°C. Encontrar el tiempo en el
que la temperatura de la bola se reduce a 31°C.
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Aplicaciones (Enfriamiento de cuerpos)

Datos:
T(t) := temperatura de la bola en el instante t.

Tm(t) =30, T(0) =100, T(3)=70, jt: T(t)=317.
Asi:

dT 1
= k(T - = — [ kdt+c.
= k(T 30):/T30dT / ta

= | T(t) =30+ ce k.

> T(0) =100 = T(t) =30+ 70e X,
» T(3) =70 = T(t) =30+ 70e 01865t

» 31 =30+ 70e~ 01805t — | + — 2278 |
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Aplicaciones (Vaciado de un Tanque)

Ley de Torricelli

La velocidad de salida del agua a través de un orificio en el fondo
de un tanque lleno hasta una altura, es igual a la velocidad de un
objeto que cae libremente desde la misma altura.

~

v(t) := velocidad de salida del agua en el instante t.
h(t) := altura del tanque en el instante t.
g = aceleracién de la gravedad (9,8m/s?).

v(t) = \/2gh(t).

Modelacién como EDO:
Idea: Relacionar la disminucién del nivel del agua h(t) con el flujo
de salida.

~
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Aplicaciones (Vaciado de un Tanque)

T .
N Ao = Area transversal orificio.
AL— | At = Area transversal tanque.
— ] Volumen AV del agua que sale con una
velocidad v en un intervalo corto At es:
" AV = AgvAt
 —a L
\W_/
T
Esto produce un decremento Ah del nivel del M~
agua h, el cual debe ser tq el volumen AT/\M
correspondiente ArAh es igual a AV. Asi: ~
ATAh = —-AV = —AgvAt,
2 — A
- dt Ay V28 =

i
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Aplicaciones (Vaciado de un Tanque)

Observacion: En algunos modelos se considera:

dh Ao Ao
—k—v —k—~+/2gh(t
G = kG v(t) = —k G2 /2h(0),

donde k > 0 depende de la forma del orificio: (circular k = 0,6).

Ejemplo:Un tanque cilindrico de 1.5 metros de altura descansa sobre su
base circular de 1 metro de didmetro e inicialmente se encuentra lleno de
agua. En el fondo del tanque hay un orificio de 1cm de didmetro, el cual
se abre en cierto instante, de tal modo que el agua empieza a fugarse
debido a la fuerza de la gravedad. Encontrar la altura h(t) del agua del
tanque en cualquier tiempo t. Encontrar los tiempos en que el tanque
tiene agua hasta la mitad, hasta la cuarta parte y cuando que vacio.

Datos:
Ao = (0,5)°m, Ar = (50)°T = 42 = 0,0001; /2g = 44,27 (cm/s?)
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Aplicaciones (Vaciado de un Tanque)

dh
= —0,004427h%/2 = h(t) = (c — 0,0022135t).

» Como h(0) =150 = ¢ = 12,25

» Mitad: h(t) =75 = t = 1619seg.

» Cuarta parte: h(t) = 37,5 = t = 2766seg.
» Vacio: h(t) =0 = t = 5534seg.

Cilindro en forma Horizontal

Un tanque de forma de un cilindro dispuesto en forma horizontal

esta inicialmente lleno de agua. La altura del cilindro es Hp y el radio r. El
tanque tiene un orificio en el fondo cuyo didmetro es p. Se abre el orificio
y el liquido cae libremente.

Recordemos que la disminucién del nivel del agua h(t) con el flujo de
salida viene dado por:

dh Ao Ao

= —v(e) = — 72 V/28h(e)
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Vaciado de Tanques

Con los datos expuestos, tenemos las
siguientes areas transversales:

\ /

2
j \ AT = 2XHO,

o donde x es el ancho, el cual es variable
en cada tiempo.

Como r es el radio del cilindro:
(x=0)2+(h—r)>=1r* = x*+h*=2rh+r’ =r?,

de donde

x = +/2rh — h2.
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Vaciado de Tanques

Con esto

At = 2/2rh — h2Hy,

y asi
dh 7p?

TP
e L — P — Y
dt ~  av2rh— hZHO\/? av2r —hHy ¥V ¢

Luego,

wp?
V 2r — hdh = —ﬁ\/dit
0

Esta ecuacidn tiene por solucién:

2 7p?
Zr—h?3¥2 = gt +ec.
3= = g v2st e
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