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Introduccidn

Una transformada integral es una aplicacién que asocia una funcién f con
otra funcién, mediante

T(f(t))(s):/AK(t,s)f(t)dt,

para alguna funcién K llamada nicleo y algln rango fijo A de integracién.
Casos:

—ist

@ Si K(s,t) = 55— y rango A =R, entonces tenemos la Transformada
de Fourier.

@ Si K(s,t) = e * y rango A = (0, c0), se tiene la Transformada de
Laplace.
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Transformada de Laplace

@ Su aplicacién principal es que reduce las ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes en ecuaciones algebraicas
lineales.

@ Algunos problemas que involucran ecuaciones diferenciales no
homogéneas con coeficientes constantes suelen tener como parte no
homogénea una funcién que no es continua, por lo que estos
problemas es mas sencillo cuando se utiliza la Transformada de
Laplace.

@ Se resuelven con facilidad ecuaciones diferenciales de coeficientes no
constantes en derivadas parciales y ecuaciones integrales.

@ Tienen su origen en las limitaciones de la Transformada de Fourier.
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Transformada de Laplace

Definicion
Sea f : [0,00) — R. La Transformada de Laplace de f es la funcién F
definida por:

F(s) = /0 T ettt (1)

El dominio de F es el conjunto de aquellos valores de s, para los cuales
esta integral impropia converge.

Notacién: L[f] 6 L[f(t)].
Se llama abscisa de convergencia o asintota de L[f] al niimero real s,
definido por:

sc = inf dom(L[f]).

Ejemplos:

1) f(t)=1,t>0= L[f](s) = L. dom(L[f]) = (0, o).

2) f(t)=e™, t>0,acC = L[f](s) = -X, domL[f] = (Re(a), c0).
3) f(t) = cos(wt) = L[f](s) = 57, s> 0.

4) f(t) = sen(wt) = L[f](s) = 557 s > 0.
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Transformada de Laplace

Propiedad 1(Linealidad)

Sea A € R. Si f,g:[0,00) — R son tales que L[f](s) y L[g](s) existan.
Entonces
L[f + Agl(s) = LIf](s) + AL[g](s)-

Ejemplo:
1) f(t) = cosh(t) = L[f](s) =
2) f(t) = senh(t) = L[f](s) =

S
s2—1°

1
2_1-

)
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Condiciones de Existencia de la Transformada de Laplace

@ La integral que define la Transformada de Laplace no converge
necesariamente.

@ Por ejemplo L[1/t] ni E[efz] existen.

@ Las condiciones suficientes que garantizan la existencia de L[f] sobre
f son

e continua a trozos
e orden exponencial

Definicién (Discontinuidad de Salto)

f:(a, b) — R tiene una discontinuidad de salto en t; € (a,b) si f es
discontinua en ty y los limites por la derecha e izquierda de f existen y
son finitos.

Ejemplo:

t O<t<?2
f(t)_{ 2 ’
L-2 , t>2

tiene discontinuidad de salto en t5 = 2.
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Condiciones de Existencia de la Transformada de Laplace

Definicién (Continuidad a Trozos)

f:]0,00) — R es continua a trozos en [0, c0), si tiene un ndmero finito
6 numerable de discontinuidades de salto.

Ejemplos:
1)
t—3 , t< -3
f(t) = t2 , —3<t<3
—(t+3) , t>3
es continua a trozos.
2) f(t) =t —[t], 0 < t < 1 extendida periodicamente a [0, +0c0) con
periodo 1, es continua a trozos.

3)
[ 1/t , t#0
f(t)_{o . t=0

no es continua a trozos.
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Condiciones de Existencia de la Transformada de Laplace

Definicion

Sea f : [0,00) — R, f es de orden exponencial si existen & € R y
to, M > 0 tal que |f(t)| < Me®t, ¥t > to.
Al menor de tales « se le llama orden exponencial de f.

Ejemplos

1) f(t)=t es de orden exponencial o = 1.

2) f(t) = et es de orden exponencial o = 1.

3) f(t) = €° sen(2t) es de orden exponencial o = 5.
4) £(t) = e*" no es orden exponencial.

Co = {f :[0,00) — R : f continua a trozos y de orden exponencial o}

C, es espacio vectorial.

Teorema

Si f € C, entonces para todo s > «, existe L[f]. Ademds,
lims—y00 L[f](s) =
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Condiciones de Existencia de la Transformada de Laplace

@ Las condiciones para f no son necesarias para la existencia de L[f],
i.e, existen funciones que no satisfacen las hipétesis del Teor., y en
cambio poseen Transformada de Laplace. Por ejm. f(t) = t~1/? no
es continua a trozos para t > 0, pero su TL existe.

Ejemplo: Considerar la funcién

0, O0<t<5b
ft)y=<¢ 2 , 5<t<7
0, t>7

@ f tiene discontinuidad saltosen t =5y t =7, asi f continua a
trozos.

@ Es de orden exponencial, pues cualquier funcién cte lo es.

CF(s) = %(e‘55 _ e,
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Propiedades de Traslacién

Teorema 1

Sea f € C, y considere F(s) = L[f](s). Si a € R,

L[ F()](s) = F(s = a),

para s > a + a.

Ejemplo: L[e*!sen(bt)](s) = m, s> a.

Definicién

Se llama funcién de Heaviside o escalén unitario a la funcién H(x)
definida por:
0 , x<0

H(x)_{ 1) Gag

Traslacién a otra posicién x = a:
0, x<a
H,;,()()—H(xa)—{1 > 3

)
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Propiedades de Traslacién

La funcién de Heaviside es usado para expresar funciones definidas por

tramos:
B { g(t) , 0<t<a
B t

f(t Ht) . t>a

~—

0 , 0<t<a
‘g(t”{h(r)—g(r) Ct>a

= g(t) + (h(t) — g(t))Ha(t).

Transformada de la funcién Heaviside

Ejemplo: Considere

3, x<2
f(x)={ —2 , 2<x<5 = f(x)=3—5H(x)+3Hs(x)
1 x>5

b
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Propiedades de Traslacién

LIFXN(s) = 3L[1(s) = 5L[H(x)](s) + 3L[H5(x)](5)
3 5

3 _
= Z_Ze¥ 4 e ™ s>0.
s s s

Definicién(funcién Pulso)

Sean a,b € R tq a < b. La funcién pulso P, entre a y b es definido como

0 , t<a
Pa(t): 1 s 3§t<b
0 , t>b

Notar que P.p(t) = H,(t) — Hp(t). Asi

LIPas(8)l(s) = L[Ha(1)I(s) — L[Hb(£)](s)
1 _

as bs

, s>0.
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Propiedades de Traslacién

Teorema 2
Si a > 0, entonces

L[Hy(t)f(t — a)l(s) = e”*LIF(1)](s)-

Ejemplo: La transformada de Laplace de

0, t<3
g)=1 t>3

- cwuﬂat—augzeﬁsL;+§),

donde
0, t<0
f(t)—{ t+3 . t>0
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Transformada de Derivadas

Teorema 3

Sea f : [0,00] — R continua y de orden exponencial a. Si f’ es continua a
trozos, entonces existe L[f'] para s > o'y

LI (0)](s) = sLIF(1)](s) — £(07).

Caso 2da derivada:
L[F"(D)](s) = s°LIF(1)](s) — sf(0F) — £(07).

Teorema 4

Supongamos que f € C"~1([0,00)) y que £, f’,...,f("=1) son de orden
exponencial . Si (") es continua a trozos en [0, ), entonces existe
L[f(")(t)] para s > a'y se cumple:

LIF()](s) = s"LIF(E)](s) — X_: sHFTER(00).
k=0
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Transformada de Integrales

Teorema 5

Sea f € C, localmente integrable. Sea a € R y defina F(t f f(u
Entonces,
1 1 /[
LIF(t)](s) = gﬁ[f(t)](s) — g/ f(u)du, s> a.
0
En general

el [ [ ] Gena-3 g [ [

Ejemplo:
L [/Otcos(t)dt} (s)= £lcos(t)) N

s s24+1°
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Convolucién

Definicion
Sean f, g € C,. El producto de convolucién entre f y g se define como:

(F+g)(t) = /0 F()g(t — u)du.

Obs. Haciendo 7 =t — u, se muestra que f x g = g * f.

Teorema 6

Sean f, g € C,, entonces

L[f = g](s) = L[f(£)]1(s)L[g(£)](s)-

Ejemplo: Sean f(t) = e’ y g(t) = sen(t), entonces

LI(f +8)(0)](5) = LLeN(s)Elsen(0)](s) = ~—7 57
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Derivada de la Transformada

Teorema 7

Sea f € C, y denote por F(s) = L[f(t)](s). Entonces

LEF(D](s) = (_1)"js"n F(s), s>a.

Ejemplo:
2bs

L[tsen(bt)](s) = G5
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Integrabilidad de Transformadas

Teorema 8

Sea f € C, y denote F(s) = L[f(t)](s). Si lim¢_o+ ) existe, entonces

I {f(t)} (s) = /:O o

t

. . ’ f(t . . .
Obs. La existencia de lim;_,o+ ¥ es necesaria para la existencia de G.

Obs. La igualdad anterior es equivalente a:

/Soo Fu)du = /OOO e—Sf@dt.

Haciendo s — 0, tenemos:

/OOO F(u)du = /OOO @dt.

/ sen(t)dt:I
0
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Transformada de una Funcién Periédica

Una funcién f : R — R se dice que es periédica con periodo T (T > 0) si
f(t+ T)="~(t) vVt eR.

v

Teorema 9

Sea f € C, y periddica con periodo T. Entonces

LIFENE) = Ty [ & A0
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Ejemplos: Transformada de Laplace

Resolver f(t) =3t — et — fot f(0)et=0do.

Aplicando transformada de Laplace nos resulta:

L(f) = 3£(t2)—£(e‘t)—£(/0tf(9)et_9d9)

= 3L(t%) — L(e7Y) — L(f(t) x e)
o (103))~ 0 A S 7P/

3 s+1

el cual es equivalente a:

Aplicando transformada inversa:
f(t) =3t —t3+1—2e "
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Ejemplos: Transformada de Laplace

y'+2ty —4y =1
y(0) =y'(0) =0

Recordar la propiedad: £(t"f(t)) = (—1)”5—;£(f).
Aplicando transformada de Laplace nos resulta:

Resolver el problema {

L(y")+2L(ty") —4L(y) = L(1)
o (2Y(s) - 5y(0) — y(0)) — 22 £(y) — 4Y(s) =

ds s
& SY(s) 2V (s) ~ y(0) 4V (5) =
& $2Y(s) —2(Y(s) +sY/(s) —4Y(s) = %
& Y(s)+ (g - %)Y(s) = —% (ED lineal 1er orden en s)
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Ejemplos: Transformada de Laplace

La solucién de la ED es:

(N

1 C s
“1‘*367, C eR.
S

Y(s)= 3

Recordar que lims_,o Y(s) = 0, esto es posible siempre y cuando C = 0.
Por tanto, Y(s) = S% Luego y(t) = %2

ty” +4y =0
y(0)=0

Resolver el problema {

Aplicando transformada de Laplace nos resulta:
L(ty")+ L(y)=0
_ 1 Y — O
L)+ Y(s)
d
& = ($Y(s) = sy(0) = ¥'(0) + Y(s) = 0
& (2sY(s) +s5°Y'(s)) — Y(s) =0 (ED a variables separables)
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Ejemplos: Transformada de Laplace

Esta ED tiene por solucién: Y(s) = Cxe /5.
Recordar: e =1+ x + X2—2 + g—? +...+ E—T + ..., entonces

1 1 11 11 (-1)" 1
Y = C(1l——-F=—=—=——=+... — 4 ...
() 52< st2s2 3!53Jr R s"Jr )
1 1 11 11 (-1)" 1
= C(sz‘ss 25t 3 T sn+z+---)
por lo que
t2 13 1t (—=1)" ¢!
)=Clt— =+ == ———+...
O =Clt—g+ogsi~sim T Gy )
Ejemplo 4:

. X/(l') = ay1Xy + aipXo + bl(t)
Resolver el sistema de ler orden 1
{ x5(t) = azx1 + axnxz + ba(t)

t > 0, mediante transformada de Laplace

para
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Ejemplos: Transformada de Laplace

Sean Xi(s) = L(x(t)), Xa(s) = L(x(t)), Bi(s) = L(br(t)) y
By(s) = L(bx(t)) las transformadas de Laplace de xi(t), x2(t), Bi(t) y
Bs(t), respectivamente. Entonces, al aplicar TL:

SXl(S) — Xl(O) = 311X1(S) + 812X2(S) + Bl(S)
sXa(s) —x(0) = anXi(s) + anXa(s) + Ba(s)
de donde
(S — 311)X1(S) — 312X2(S) = Bl(S) =+ Xl(O)
—321X1(S) + (S — 322)X2(S) = 82(5) + X2(0)

Entonces, X1(s) y Xa(s) pueden ser encontradas con la regla de Cramer:

‘ Bi(s) + x1(0)  —ap

Xa(s) = Ba(s) +x2(0) s—ax  Xo(s) =

S — a1 Bl(S) + X1(0) ‘
—any 32(5) + XQ(O)

S—an —ai2 S—an —ar2

—azi S—ax —ani S—ax
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Ejemplos: Transformada de Laplace

x1(t) = x1 — xp + e’ cos(t)
x5(t) = x1 + x2 + e'sen(t) ’

Resolver el sistema de ler orden { con

X1(0) = X2(O) =0.

Notemos que L(ef cos(t)) = ﬁ y L(e'sen(t)) = ey Usando

lo anterior, deducimos que

_s—1 1
G- o 1
Xy(s) = L7 Ve e (51721
T s o1 (s—1)2+1 (s—1)2+1)
-1 s-1
s—1 @y
—1 1 s—1 + s—1
Xo(s) = G-1PHL | Goiped et 2(s—1)
T o1 1 (s—12+1 ((s— 12 +1)2
-1 s-1
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Ejemplos: Transformada de Laplace

Calculando las inversas:

_ (s—12-1Y\ .. 21
o) =< (e
= et (js(_SQj—l)> = ett£_1(52j_1) = te' cos(t).

De forma anéloga:

Xl(t)

1 (d 1 _ 1
S (ds —S2+1)> =e'tL 1(52 f 1) = te'sen(t).

tet cos(:)) ) .

tefsen(

Por tanto, la solucién del sistema es: x(t) = (
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La delta de Dirac

En muchos sistemas mecdnicos, eléctricos, etc., actiian fuerzas externas
muy grandes en un intervalo corto de tiempo, por ejemplo, un golpe de un
martillo, un reldmpago en un sistema eléctrico.

Definicién

La funcién impulso unitario es definido por:

1
t| <t
5 t) = 2ty ’ ‘ =
to( ) { O , ‘t| > tO

con tg € R.

La funcién trasladada es:

O, (t —a) = {

|t —a| <t
, lt—al>to

N
oF|~

con tp,a € R,
Propiedad: [7_ 8y, (t — a)dt = 1, L(3,(t — a))(s) = e~ (<55,

2tps
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La delta de Dirac

Definicion

La delta de Dirac es definido por el limite

o(t—a)= t!)IIE;‘O 0y, (t — a).

J(t—a)
A'.X

a
— 2t —
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La delta de Dirac

Propiedades:
_ 0 , t#a
5(t—a)—{ +oo , t=a
oo
/ o(t — a)dt = 1.
—oo
Sea f una funcién continua en R, entonces
o0 1 a+to
/ F(E0u(t—a)dt = — [ f(e)de
—00 2tO a—tg
1
= 2—tQtof(c) = f(c) TVM para integrales
0

con ¢ € (a— tg,a+ tg). Haciendo ty — 0 tenemos que ¢ — a'y por
continuidad de f, f(c) — f(a) cuando ty — 0. Por tanto,

/m F(E)5(t — a) = tL@O/_OO F(£)50(t — a) = £(a).

— 00
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Transformada de la delta de Dirac

o

£(5(¢ — 2))(s) = /0 T oSt (t— a)dt = / e=t5(t — a)dt — e~

Caso particular: £(4(t))(s) = 1.

Observacion: Notamos que la transformada de Laplace no cumple que
debe de tender a cero cuando s — +o0, esto nos indica que la delta de
Dirac no es de orden exponencial. Esto sucede pues esta funcién no es
funcién ordinaria.

Propiedad

t
0, t<a
/_Ooé(u—a)du—{ IS =H
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