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Existencia y Unicidad de Soluciones

Consideremos el Problema de Cauchy:

dy
(PC) { & = f‘(X,_y)7 VX S /
y(x) = Yo
Ejemplo 1:
(23

y(2) = 0.
Solucién:
» y(x) =0, Vx € R (Solucién constante)

»
0, x<2

X) =
y() {()(—2)2 , X >2.
Ambas satisfacen la condicidn inicial, asi tiene cuando menos 2

soluciones.
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Existencia y Unicidad de Soluciones

Ejemplo 2:

y/ — _y2
{ y(0) = 0.
Solucién:

» y(x) =0, Vx € R (Solucién constante)

> 1
— R.
y(x) 1o °°€

Ambas son soluciones de la E.D., pero en la 2da no podemos encontrar

¢ € R tq se verifique y(0) = 0.
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Existencia y Unicidad de Soluciones

Ejemplo 3:

Lo -1

Solucién:
» y(x) =1, ¥x € R (solucién constante)
» Solucionando via separacién variables:

y(x)=14cx, ceR.

Ambas satisfacen la condicién inicial, por tanto, este PVI tiene
infinitas soluciones.
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Existencia y Unicidad de Soluciones

Ejemplo 4:

Solucion:

+ 1.

TR

Tiene solucidn dnica.

Ejemplo 5:

PR
y(0) = -1

Solucién:

» y(x) =0, Vx € R (solucién constante)

> y(x) = (x+c)*

No tiene soluciones. No podemos tener y(0) = —1 puesto que la E.D esta
definida sélo si y > 0
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Existencia y Unicidad de Soluciones

De estos ejemplos puede verse que un PVI puede no tener
soluciones, tener exactamente una solucién o tener mas de una
solucioén.

Esto lleva a las siguientes 2 preguntas:

Problema de Existencia

iBajo que condiciones un problema de Cauchy tiene al menos una
solucién?

Problema de Unicidad
iBajo que condiciones dicho problema tiene una tnica solucién?

A los teorema que establecen dichas condiciones se les llama
Teoremas de Existencia y Unicidad
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Existencia y Unicidad de Soluciones

Decimos que una funcién f : | x R” — R es globalmente Lipschitz c/r a
la 2da variable con constante L > 0, si para cada x € / se tiene:

1) — G y2)ll < Ly — y2ll, Yy, € R™.

Definicion

| \

Decimos que una funcién f : [ x D C | x R" — R es localmente
Lipschitz c/r a la 2da variable con constante Lo > 0, si cada y € D tiene
un entorno Dy tal que para cada x € /

||f(X7y1) - f(X7y2)|| S LO”.yl —Y2||, V}’la)@ S D07

donde Ly es la constante de Lipschitz.
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Existencia y Unicidad de Soluciones

Teorema de Existencia y Unicidad Globales

Sea /| un intervalo. Supongamos que f : | X R — R es continua ¢/r a su
1ra variable y globalmente Lipschitz c/r a su 2da variable. Entonces para

cada xg € | e yp € R existe una (nica solucién y € C*(/) del Problema de
Cauchy (PC).

Ejemplo: Considere la ED y' =1 — |y|.

En este caso f : R? — R estd definida por f(x,y) =1 — |y|.
» Es claro que f es continua c¢/r a su 1ra variable.

» Veamos que es globalmente Lipschitz:

[FO ) = Foy)l = [1 = Inl =1+ el = |nl = el < In -yl

donde L = 1. Por tanto, para cada (xo, o) € R? pasa una tnica curva
integral.
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Existencia y Unicidad de Soluciones

Ejemplo (ver ejemplo 2): Considere la E.D y/ = —y2.

> f:R2 - Rtqf(x,y)=—y2
» f es continua en lra variable.
» Veamos si es globalmente Lipschitz:

2 2
—-yi + = + — < Lly; —
| Yi vy \ \Y1 o \)/1 yo| < Ly Y2|

i?

No podemos encontrar L > 0 tq sea independiente de y1, y». Queda
analizar si existe solucién por lo menos local.

Teorema de Existencia y Unicidad Local

Sea | un intervalo y tomemos (xg, ¥o) € | x R. Supongamos que

f: 1 xR — R es continua en xp y que existen r,d, L > 0 tal que

[£(x, y1) = F(x, y2)| < L|y1 — y2| siempre que y1,y2 € [yo — r,yo + ] y

x € 1N[xo — 9, x0 + 6]. Denotemos por

M = max{|f(x,y)| : x € I, |x —x0o| < 0, |y — yo| < r}, do = min{d, r/M}
y J=1N(xo — do, x0 + Jp). Entonces existe una tnica solucién local

y € CL(J).
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Existencia y Unicidad de Soluciones

Ejemplo (ver ejemplo 2): Considere el PVI
y/ — _y2

y(0) = »>0.
» Localmente Lipschitz en un entorno de yp:

[f(x,y1) — f(x,y2)| = |)/12 *Y22\ = y1 +y2llyr — y2| <2(y0 + r)lyr — yal-

El Teorema implica que 3! sol. local y € C*(J).
Célculo de My dy:

M = max{|y?| : |y — yo| < r} = (yo +r)*.

0o = W Como todo lo anterior es valido para cualquier r > 0,
podemos tener:
, r 1
dop =max ———> = —.
>0 (yo+r)> 4y
Asi, la tinica solucién esta definida en (—z-, /1-).
4y’ 4yo
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Existencia y Unicidad de Soluciones

Observacion: La solucién de la ED del ejemplo es:

1
x+c’

y(x) =

la cual esta definida para x # —c. Asi tenemos, dependiendo de la cte c,
que la funcién y esta definida en y : (—0o,—c) =R 6 y: (—c,00) — R,
Bajo la condicién inicial, ¢ = ;- > 0. Como xo = 0 € (—;,00) entonces
y: (—%, o0) — R.

Este intervalo es mas grande que predice el teorema.
Observamos que cuando yo = 0 (ver ejemplo 1) no esta definido este
intervalo, por lo que se considera como Unica solucidn, la solucién cte

y=0.

Definicion

La solucién definida sobre el abierto més grande donde existe la solucidn,
es llamada Soluciéon maximal.

Ejemplo: La funcién y : (—y—lo,oo) — R definida por y(x) =

1
s es

solucién maximal.
Julio Lépez EDO 11/15



Existencia y Unicidad de Soluciones

Criterio para comprobar la Condicion de Lipschitz:
A menudo es dificil verificar directamente la condicién de Lipschitz, por lo
que se hard uso del sgte resultado.

Lema

Sea f : | x D — R una funcién continua, con D abierto y conexo de R”".
Si g—; existe y es continua en [ x D, entonces f es localmente Lipschitz en

yenlxD.

| A

Teorema de Existencia y Unicidad Local

Sea [ un intervalo y tomemos (xp, o) € | x R. Supongamos que existen
r,6 > 0 denotemos por

M = max{|f(x,y)| : x € I, |x — xo| < 0, |y — yo| < r}, do = min{d, r/M}
y J =10 (xo — do,x0 + o). Si f(x,¥)y g—; son continuas en

J X [yo — r, yo + r], entonces el PVI tiene una tnica solucién local

y € Ct(J).

A
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Existencia y Unicidad de Soluciones

Ejemplo 1:
y'o= 2y
PVI
(PVI) {Y(Xo) = .
flx,y) = 2y
of continuas en R x R
ady W

Esto implica que debemos elegir (xo, ¥o) tq yo > 0, y asi tenemos
existencia y unicidad local del PVI.

Ejemplo 2:
xy/ = y—1
PVI
( ) {Y(Xo) = Yo
flxy) = 5
of 4 continuas en R\ {0} x R
dy VX

Por tanto, para tener existencia y unicidad local del PVI, debemos elegir
(%0, ¥0) tq X0 # 0,
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Existencia y Unicidad de Soluciones

Ejemplo 3:
y/ — *)/2
PVI
( ) {Y(Xo) = Yo
flx,y) = —y?
of continuas en todo R x R.
— = -2y
dy

Por tanto, el PVI tiene tnica solucién V(xp, yo) € R2.

En particular, si (xo, yo) = (0,1), y(t) = ﬁ la cual es vilida sélo en
(-1, 400).
Observacion:

@ Recordar que estos anélisis son solo locales, mas no globales.

@ Si comparamos con el ejemplo 3, en el caso (xg, ¥o) = (0,0) la
solucién no tiene la forma y(t) = X%_C para algin ¢ € R, por lo que

la Unica alternativa es aqui, la solucién cte y = 0.
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Desigualdad de Gronwall

Lema (Desigualdad de Gronwall)

Sean f: [a,b] — Ry y ¢ : [a, b] — R funciones continuas. Si existe & > 0
tal que

wo st [ Beus)as

w0 <aes (| tﬁ(S)C’S) .

Este lema permite acotar las soluciones de ciertas ED.
Ejemplo: Si y’ < re*y. Hallar una cota para y en el intervalo [0, 1].

entonces
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