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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Definicion

Una funcién f : R> — R se dice homogénea de grado k € Ny si
f(x, Ay) = M\f(x,y), YA

Ejemplos:
1) f(x,y) = x%> + xy + y? homogénea grado 2

2) f(x,y) = homogénea grado 0.

X2 _ 2

Definicion
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Una E.D de la forma y’ = f(x, y) se llama homogénea si f es
homogénea de grado 0.

2) Obs.: La ecuacion homogénea siempre se puede representar
en la forma:

y'=p(y/x)
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Cambio de variable: z=y/x (= y = xz)

Vet t et 4z = p(z) e = HE 2
X
Ejemplos:
1)y':m
X=Yy
2) %y = X2y 4y
Y =\J1=(y/x)2+y/x
Hacer y = zx:
/ / m
xZ=\v1-22=;/7="_"
X

Solucién cte: V1 —2z2=0=z==41 (= y = £x) < Sol.
particular
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

dz dx
——— = — = arcsen(z) = In(|x]) + In(c1) = In(cx).
= (2) = In(x]) + In(er) = In(ex)
Obs. |In(cx)| < 7/2 & e ™2 < cx < e™/2.

Asi,
z = sen(In(cx)) = y = xsen(In(cx)).

Las soluciones y = +x son singulares.
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Recuerdo

Definicién 5 (E.D.O lineal)

Una E.D es lineal si tiene la forma:

a,,(x)y(”) + a,,_l(x)y(”*l) + ...+ a(x)y’ + ao(x)y = h(x).

@ Si h(x) =0, la EDO se llama lineal homogénea.

@ Si h(x) # 0, la EDO se llama lineal no homogénea.

Definicién (E.D.O lineal 1ler Orden)

Una E.D de la forma:

a1(x)y" + ao(x)y = h(x).

donde a;(x) # 0 en /'y a1(x), ao(x), h(x) son continuas en [ se llama E.D
lineal de ler orden.
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Método de Solucidn

Se puede escribir como:

o p(x)y = q(x), (1)

— 2(x) — h)
donde p(x) = a‘l)(x), q(x) = 20"
Para g(x) = 0, la ED toma la forma de & + p(x)y = 0, la cual es lineal

homogénea. Esta ED es a variables separables y tiene por solucién:

y(x) = ce /P R,

Teniendo en cuenta esta solucién, buscaremos la solucién general de la
forma:

y(x) = u(x)e™ I POI%,
con u la funcién incégnita. Derivando y luego sustituyendo nos da:
u/(X)e_f p(x)dx _ q(x), < u/(x) = q(X)ef p(x)dx
Luego
u(x) = /(q(X)ef P Ydx + K, K €eR.
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Método de Solucidn

Por tanto,

y(x) = e~/ P {/(q(x)ef PRNYdx + K|, KeR.

Este método de resolucién se llama, variacion de parametros.
Otra alternativa, es usar el Factor integrante: F.I: u(x) = exp( [ p(x)dx).
Multiplicando (1) por p(x) queda escrita

ef p(x)dxp(X)y + ef p(x) dxyl _ q( )EJ p(x)dx
que es equivalente a:
d " p(x)dx " p(x)dx
&[ej P9y = g(x)el P9

de donde
o/ PO)dx ), /( (x )ef p(x)dX)dX +c, ceR.

Asi
y=e Pk dx[/ )el PX&Ydx + ¢, ceR.
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Ecuacidn Lineal ler Orden

Ejemplo: Con un cambio de variable adecuado transformar la E.D.
y' + xsen(2y) = xe " cos?(y) en una E.D. lineal de ler orden y
resolverla.

Solucién: Dividir por cos?(y) (suponer # 0)

sec® yy' + 2xtan(y) = xe ™’
Hacer z = tan(y) = 2/ = sec?(y)y":
7 +2xz = xe ¥
El: pu(x) = e Asi:
7 2%z = x
de donde
z= e_x2(X22 +¢) = tan(y) = e_Xz(Xz2 + ¢).
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Ecuaciones Reducibles a Lineales

Ecuacién de Bernoulli

Tiene la forma y' + p(x)y = q(x)y" con n # 0, 1.

Método de Solucién

Hacer cambio de variable: z = y'=" = 2/ = (1 — n)y "y’
Multiplicar la E.D por (1 — n)y~" y sustituir la nueva variable:

Z' + (1= n)p(x)z = (1 — n)q(x)

la cual es lineal de ler orden.

N,
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Ecuacion Bernoulli

Ejemplo: Resolver xy’ + 2y + x®y3eX = 0.
Solucién: Es equivalente a:
/ 2 4 _x.3
y +-y=-x¢ey’, n=3
X

Cambio variable: z = y =2 = 2/ = -2y~ 3y’
Multiplicar la E.D por —2y 3 y sustituir la nueva variable:

4
7 — —z=2x"%".
x
F.l: p(x) = exp(—4 [ Ldx) = x=4. Asf

4
X — Sz=2" = z=x2e" + )
x

y=x"2(2e*+¢)"Y2 ceR.
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Ecuaciones Reducibles a Lineales

Ecuacion de Riccati

Tiene la forma y’ + p(x)y + q(x)y? = r(x).

Método de Solucién

@ Encontrar previamente una solucién particular y, (por
cualquier camino).

@ Hacer el cambio de variable y(x) = y,(x) + ﬁ =

I 1
Yy =Yp— 24

Reemplazando en la EDO:

1, p(x)

(vp+P(X)yp + a(x)yp) = 57+ == +2

+

q(Xz)yp qg) ().

Como y,, es solucidn, se obtiene:

7' — (p(x) + 2q(x)yp)z = q(x).
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Ecuacidon Riccati

Ejemplo: Resolver la ecuacién de Riccati:

1 1, 2
y—y— =
X
Solucién: Observamos que y,(x) = 1 es solucién de la E.D.
Seay=1+1 :>y’:—z—122’.

Reemplazando en la EDO

, 3
zZ +-—z=—-—
X X
F.l: p(x) = exp([ 2dx) = x°.
Multiplicamos por x°:
3
37 +3x%z2=—x>=z= x73(c — ?)
Por tanto: 3
2x> + k
=—7>, keR.
Y= 3 €
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