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MA2002-3: CALCULO AVANZADO Y APLICACIONES
CLASE AUXILIAR 6: CONTINUIDAD, DERIVACION, SERIES DE
POTENCIAS E INTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO
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1. Definamos los operadores diferenciales — y — mediante las formulas
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a) Pruebe que f = u + iv satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann si y s6lo si 5 = 0.

b) Si f € H(Q), muestre que Vz € Q, f'(z) = %(z)
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c¢) Explicite en términos de u y v a qué corresponde la ecuacion =
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d) Dada una funcion f = u+4v con u 'y v de clase C?, se define el laplaciano de f mediante
Af = Au+iAv,

y si Af =0 en Q entonces se dice que f es armonica en 2. Deduzca que si f € H(Q)
entonces f es armonica en ). Pruebe que f € H(Q) siy sélosi f(z) y zf(z) son armoni-
cas en ).

2. Sea f:Q C C — C, con (2 abierto no vacio. Supongamos que en coordenadas cartesianas
z =z +1y, f(z) = d(x,y) +i0(z,y), y que en coordenadas polares z = re?, f(z) =
u(r,0) +iv(r,0) con u y v diferenciables. Verifique que u(r, ) = u(rcosf,rsinf) y v(r,0) =
v(rcos,rsinf), y pruebe que f es holomorfa en 2 si y solo si
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Estas se conocen como las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares. Verifique
que de tenerse estas condiciones entonces



3. Encuentre el desarrollo en serie de potencias Y ¢z en torno a zy = 0, para la funcion

fz) = —
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Pruebe ademas que ¢ es la sucesion de Fibonacci ¢ = ¢y = 1, ¢pi0 = Cpy1 + Ck-

4. a) Encuentre el dominio 2 C C donde la funciéon

1) = goe (1)
z
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es holomorfa, y demuestre que tan(f(z)) = z, es decir, f(z) = arctan(z).

b) Calcule f" y determine su desarrollo en serie de potencias en torno a z = 0, explicitando
el radio de convergencia. Deduzca el desarrollo en serie para f en torno a z = 0.

5. Sea f : C — C una funciéon holomorfa:
a) Dado 6y € (0,27), pruebe que si
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entonces se tiene que ¢’ / |f(ex)|dr = / |f(x)|dx .
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b) Pruebe que f(z) = exp(—=2?) satisface lo anterior para todo 6y € (0, %).

c¢) Sabiendo que / e dy = /7, calcule el valor de las siguientes integrales impropias:
R
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Recuerde que sin (g) = T\/_ y cos <_> —



