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Pregunta 1.

a) Se define la Lemniscata (centrada en el origen) como la curva plana cuyos puntos satisfacen
la siguiente propiedad:

P = (z,y) pertenece a la Lemniscata si y solo si d(P, (a,0)) - d(P, (—a,0)) = a®.
Pruebe que, en coordenadas polares, es posible parametrizar esta curva como:
2(p) = 2a? cos(20) si 0 € [0,7/4] U [37 /4,57 /4] U [Tr /4, 27]
0 si no
b) Se define la Cardioide como la curva descrita por un punto de una circunferencia que, sin
deslizarse, rueda alrededor de otra circunferencia de igual radio. Pruebe que, en coordenadas

polares, es posible parametrizar esta curva (de modo tal que, si # = 0 estamos en el origen)
como:

p(0) = 2a(1 — cos(9))

Donde a es el radio de las circunferencias que generan la Cardioide.

Pregunta 2. Calcule el gradiente de:

arccos | ——=2——
/CD2 +y2 +22

Pregunta 3. Sea el campo vectorial F : R2\ {(0,0)} — R? definido por:

- —y x
Flay) = -2, ———
1 [ -
Dada una curva I' C R?\ {(0,0)} se define: n(T) := o / F.dr
T Jr

a) Para las siguientes parametrizaciones, bosqueje la curva correspondiente y calcule el valor
de n(I):
i) @(t) = (rcos(t),rsin(t)), t € [0, 27].
ii) @(t) = (rcos(t), —rsin(t)), t € [0, 27].
iii) @(t) = (rcos(t),rsin(t)), ¢t € [0,4n].
iv) T es la frontera del cuadrado [—1,1] x [—1,1] recorrida en el sentido de las manecillas
del reloj. Pregunta: Es F' un campo conservativo en todo R2 \ {(0,0)}?. Dada T’
curva cerrada en torno al origen (0,0), se le llama a n(I') el nimero de enrollamiento
anti-horario de I'. Justifique esta terminologia.
b) Considere la curva I' parametrizada por @(t) = (2r — rcos(t),rsin(t)), t € [0,2n]. Para
caleular n(I") pruebe que existe g : R C R? — R tal que F(z,y) = Vg(z,y) en un rectdangulo
R que contiene a la curva I'. Deduzca el valor de n(I') para toda curva contenida en dicho
1



rectangulo.

d
Indicacién: Busque g de la forma g(z,y) = f (£) (recuerde que %(arctg)(t)

€T

“ i
c) Hay alguna contradiccién entre los resultados obtenidos en las partes (a) y (b)? Justifique.

Pregunta 4. Una particula de masa m se mueve a lo largo de una curva I' bajo la accién de un
campo de fuerzas F. Sila rapidez de la particula en el instante ¢ es v(¢) y su energia cinética estd
definida como %va(t). Demuestre que el trabajo realizado por F durante cualquier intervalo de
tiempo es igual a la variacién de la energia cinética en ese intervalo de tiempo. Esto se conoce como

el principio del trabajo y la energia.

> > k
Pregunta 5. Sea la fuerza central f definida por: f= ——7 con 7 = |[|7]|. Determine el tra-

bajo necesario para que esta fuerza mueva a una particula P a lo largo de la hélice circular derecha
de radio a > 0, &ngulo de giro por unidad de tiempo unitaria y desplazamiento por unidad de tiempo
en la vertical b > 0 de modo que esta realice exactamente media vuelta alrededor de la espiral.



