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MA2001 - Calculo en Varias Variables.
Profesor: Alejandro Jofré.
Auxiliares: Pedro Montealegre, César Vigouroux.

i)

ii)

iii)

iv)

Pauta Control 2

Calcular la razén de cambio de la presion al desplazarnos desde el punto A = (g, — 15, n(po))
al punto B = (-7, %, In(po)), equivale a calcular la derivada direccional de la funcion P en el
punto A y la direccién del vector B — A normalizado. Como la funcién P € C!, el calculo de la
derivada direccional en punto z¢ y la direccion v esta dada por: DP(xg,v) = VP(zg) - v
Tenemos que P(z,y,2) = po(sen?(2z) + cos?(3y))e ?, calculemos las derivadas parciales:
%—I;(x, y,z) = dpgsen(2z)cos(2x)e™?

%—I;(x,y, z) = —6pocos(3y)sen(3y)e?

9L (z,y,2) = —po(sen®(2z) + cos?(3y))e~*

Luego, evaluando en A, VP(g, —75,In(po)) = (2,3,—1)(0,8 ptos)

Calculemos la direccion v =

TB=AT*
B-A=(-%.5,0),
1B - Al| = /257 4+ =2 0= Yilx
Entonces v = \/%(—5,4,0) (0,3 ptos)
Finalmente DP(A,v) = (2,3,-1) - \/%(—5,4,0) = \/%(—10 +1240) = \/%(0,4 ptos)

Por teorema, sabemos que VP = (2,3, —1) apunta en la direccién en que la funcion crece més
rapidamente, luego —VP = (—2,—3,1) apunta en la direccién en que la presion disminuye lo
maés rapidamente posible y es en esa direccion en la cual debemos movernos (1 pto).
Obviamente, para que la presiéon aumente lo mas rdpidamente posible debemos ir en la
direccion de VP = (2,3,—1) (0,5 ptos).

Para no apreciar ningiin cambio de presién debemos tomar la direccién cuya razén de cambio
sea 0, i.e., debemos encontrar v tal que DP(A,v) =0 (0,7 ptos)

DP(A,v) = VP(5, —13,1In(po)) - (v1,v2,v3) = 2v1 + 3v2 — v3 = 0, luego para no apreciar
cambios de presion debemos tomar cualquier vector unitario (v1, ve,v3) que satisfaga

v3 = 2v1 + 3v2 (0,8 ptos)

Por ejemplo (v, v2,v3) = %(—1, 1,1)

Componemos: (P o7)(t) = po(sen?(t) + cos*(—3t + 4r)) (0,5 ptos)
Derivamos:% = po(2sen(t)cos(t) + 6cos(—3t + 4m)sen(—3t + 47))(0,5 ptos)
Evaluamos: % = po(2sen(m)cos(m) + 6cos(m)sen(w)) = 0 (0,5 ptos)

Calculemos las derivadas parciales de g(r,0) = f(rcos(0),rsin(6))
% = %005(9) + g—isen(e)

2 2 2p . 2 2¢ . .
273 = (%005(9) + ilgxsm(@)) cos(0) + (gsgycos(ﬁ) + g?sm(ﬁ)) sin(6)
g—g = %(—rsen(@)) + %rcos(@)

2 2 2
% = (%(—rsen(ﬁ)) + %gxrcos(@)) (—rsen(9)) — %rcos(@)

2 2
+ (aigy(—rsen@)) + g—zﬁrcos(G)) (rcos(9)) — %Tsen(e)
2 2

Como f € C?, entonces las derivadas cruzadas son iguales: aaxafy = %75;’ (0,2 ptos)
agrupando:
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g%g = gx]; cos?(0) + Tf 2(0) + 28xgycos(9)sm(9)
% = 2257“23671 (0) + a—f cos®(0) — 2aigxr23m(0)cos(9) - %rcos(@) — g—grsen(ﬁ)

Luego
2 2

%28—93 = %3 n2(0) + o ];005 (9) — Qa%gxszn(ﬂ)cos(ﬂ) - %COST(O) — %se’;(a)
199 _ Of cos(0) + sten(é’)
T or X T T

2 2 2
% = g J;cos (0) + a—y];sinQ(H) + 2aigycos(9)sin(0)
Sumando:

Ag = (gi{ L f) (cos?(0) + sin?(0)) = gz’; + ayz = Af(0,8 ptos)

b) i) Para hacer el polinomio de Taylor de orden 2, necesitamos que F € C?, lo que se cumple,
ya que F' es suma de funciones C* (0,3 ptos). Calculemos las derivadas parciales:

F(z,y) = cos(xy) — iyt
0

Q—I; = —sen(zy)y — 4a3y*
ZB—QI; = —sen(zy)r — 4aty?
%—g%; —cos(zy)y? — 122%y .
by = —cos(zy)zy — sen(xy) — 1623y = Dudyi
2
%71; = —cos(zy)z? — 122*y? (0,3 ptos)
Luego,
0 0
F(0,0) = 1, VF(0,0) = (0,0), HF(0,0)= | , ¢

Luego, el polinomio de Taylor de orden 2 para la funciéon Ps(hy, he) =1 (0,4 ptos)
ii) Para calcular el error, observamos primero que F € C3. (0,3 ptos) Luego, la formula del
Error esté dada por:
Rg(xo, ) 37 Z 1 Z -1 Zi:l %ﬂcjjaxl(ﬂlo + tijkh)hihjhk, con tijk S [O, 1}
Con81derando xo = (0,0):
Ry(wo,h) = 3 371 Y521 Yk 8:1:;:?9%( ijkh)hihjhy, con tij, € [0,1]
Luego, el problema consiste en encontrar una vecindad a (0,0) tal que |Ra(zq, k)| < 10714

|Ro(wo, h)| < 31 271 Y7ot i |axkaz az; (tigil) | |Ril | B [kl con tijk € [0, 1]

Calculemos las derivadas de tercer orden

%xéf = sen(zy)y® — 24xy*

a(zal;? = sen(xy)zy? — 2cos(zy)y — 48x%y> = azigy

aiy;z = sen(xy)r?y — 2cos(xy)r — 48x3y? = 82325;

?;Tf = sen(zy)z3 — 242*y (0,7 pto)

Luego:

%i?(fv y)| = |sen(zy)y® — 24ay?| < |sen(zy)||y®| + 24|z[|y*]

|2, (2, )| = |sen(zy)oy? — 2e05(ay)y — 482797 <
[sen(ay)|lzlly?| + 2|cos(wy)lly| + 48]2*[|y”|

|2, (2, )] = sen(zy)®y — 2cos(zy)r — 48537 <
|86n(wy)|\$2|\y| + 2|cos(zy) ||| + 48]2°||y?|

TE (2,9)| = |sen(zy)a® — 242ty| < [sen(zy)|[a?] + 24]2"|y|
Con81derando que:

(D]cos(z)] < 1,|sen(z)| < 1,Vz € R

(2)[t5hi] < [hil

(3)hil < [|n]]
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Por (1):

ot (@.0)] <[y + 240y

Iayam (z,y)| < |=[ly? + 2|y| + 48|z [* |y’

Iaxay (z,9)] < [xPly| + 2lz| + 48|z |y

G (@,y)| < [2 + 24[ ]y

Evaluamos en (tjhi,tjhs) y usamos (2)

M, L(tjh1, tiha)| < |tihol® + 24|t;h|[tjhe|* < |hol® + 24|h|[ho|* < ||A|? + 24|

|8y (t hl,t h2)| < ’t h1Ht h2|2+2|t h2|+48’7f h1| |t h2‘3 < |h1|‘h2|2+2‘h2|+48|h1| |h2|3

|£;Zz (tjha,tiha)| < [tihal?[tiho|+2|t;ha|+48]t;ha Pltihel? < [ha|?|ho|+2[h1|+48|ha[*|ha?
3

|G (iR, tiha)| < [tiha|* + 24[tha | |tjha| < [haf? + 24[ha[* o]

Usamos (3):

QL (th1, tiha)| < ||h]]® + 24 h]J
;;f;; (tsh1, tsho)| < [IR]]® + 2| + 48| ®
ooz (tiha, tha)| < [|R]1® + 2]k + 48|
|5 (tiha t5ha)| < [[B])® + 24|
|Ra (o, h)| < HhH >? 12 1 ‘fodxz( iikh)|stije € [0,1] (1 pto)
Luego, [Ra(zo, )| < I (2(| || + 24[||%) + 6(||R]1® + 2]| ]| + 48||1]1*))
Considerando ||h|| < 1 tenemos que ||| > ||h||* > ||h||3 > ||n|* >
| Ra (0, h)| < 121 4 8|1 o]+ 20+ 82| < 38|

Finalmente, 1mponemos Bn| <1071 = ||n[| < s 1 S he B((0,0); 3'15?;4) (1 pto)




