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Problemas

P1. (a) Demuestre por inducción,
n∑

k=1

1√
k
≥ 2(
√
n+ 1− 1)

(b) Se define la función φ1 : R× R→ R como φ1(x0, x1) = x0 + x1. Y para cada número natural
n ≥ 2 se define por recurrencia la función φn : Rn+1 → R como

φn(x0, . . . , xn) = φn−1(x0, . . . , xn−1) + φn−1(x1, . . . , xn)

en cada x0, · · · , xn ∈ R. Probar usando inducción que

φn(x0, . . . , xn) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk

P2. Sea A un conjunto no vaćıo y f : A→ A una función biyectiva. Denotaremos por f−1 a la inversa
de f . Para n ≥ 1 definimos f (n) como la composición de f con ella misma n veces y si n < 0
definimos f (n) = (f−1)(|n|). Si n = 0 ponemos f (0) = idA. Considere la relación en A definida
como:

xRy ⇔ ∃n ∈ Z, f (n)(x) = y

(a) Probar que R es una relación de equivalencia.

(b) Considere p ∈ N − 0 fijo. Si A = Q y f : Q → Q se define por f(q) = pq, calcular la clase de
equivalencia de 0 y de 1 con respecto a R.

P3. (a) Demuestre, sin usar inducción, que:

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
(n+ 1)n+1−k ≥ 2(n+ 1)n+1,∀n ∈ N.

Concluya que (n+ 2)n+1 ≥ 2(n+ 1)n+1,∀n ∈ N.

(b) Use a), e inducción, para probar que 2nn! < (n+ 1)n,∀n ≥ 2.

P4. Sea (A, ∗) una estructura algebraica con neutro e y ∗ una operación asociativa. Para a ∈ A,
invertible para ∗ y con inverso a−1 se define la operación ∆ en A por:

∀x, y ∈ A, x∆y = x ∗ a ∗ y

(a) Demuestre que la ley ∆ es asociativa, tiene neutro y calcúlelo.

(b) Caracterice los elementos invertibles para ∆ y calcule el inverso de a con respecto a ∆.

(c) Si (A, ∗) es grupo, decida si (A,∆) también lo es.
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