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P2. (Control 1, 1990) Sea el conjunto N = N x N x --- x N de n-tuplas con componentes en los naturales. Se
define VX,Y € N"

n n
XRiY =z <y, s1+a2 <yr+ye, 0 D TS Y u
=1 i—1

Donde X = (z1,22,...,24), Y = (y1,Y2, -, ¥n) , iy i €N, Vi=1,2,...n

(a) Demuestre que si R; es de orden parcial.

(b) Sea R la relacién de orden usual entre n-tuplas:
VX,Y € Nn, XRoyY <— z; < Yi Vi = 1,2,....n.

Demuestre que XR2Y = XR,Y . Verifique que la implicancia en el otro sentido es falsa (de un
contraejemplo).

Solucién: (a) Demuestre que si Ry es de orden parcial.
Para probar R de orden, necesitamos probar que es refleja, transitiva y antisimétrica. En efecto;

R1 Refleja:
n n
XRiX<—=zx1<21, 211 +22 <27+ 29, ..., Z.%‘l SZQT,
1=1 =1
Explicando un poco lo anterior, al evaluar la relacion XR;X tenemos que ambas n-tuplas tienen

todas sus componentes iguales, en consecuencia ambas n-tuplas estaran relacionadas ya que sus
componentes también seran menores o iguales a la de la otra n-tupla.

R1 Transitiva:
XR1Y A YR1Z — XRlZ

De aqui obtenemos dos informaciones :

n n
XRyY <= o<y, s+ 22 <yi+ya, s D <Yy
i=1 i—1
n n
YRiZ <=y <2z, 1 +y2 <21+ 22, ..., Zyigz:zi
=1 i—1

Veamos que por ejemplo para n = 2 sabemos tanto que z; + 22 < y; +y2 y que y1 + y2 < 21 + 29,
luego 1 + y2 < z1 + 22 debido a la transitividad de < .
Generalizando, tenemos que Vi = 1,2,...n se cumple que

n n n n n
ZIi < Zyi < Zzi = sz < Zzz
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

, se concluye que XR,Z.
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R+ Antisimétrica:

XRIYANYR{I X —= X=Y

De igual forma que lo anterior, aqui sabemos que

n n
XRY <= a1 <y, t14+22 <yi+v2, s D i<y
=1 i=1
n n
YRiX <=y <z, 1 +y2<x1+22, ..., Z:%SZJ),
=1 =1

n n
De forma parecida a la anterior, tenemos que Vi = 1,2, ...n se cumple tanto que E T < E i COMO
i=1 i=1

n n n n
que E yi < E x;, de la antisimetria de < concluimos que Vi = 1,2,...n se cumple E T; = E Yi,
i=1 i=1 ' i=1 i=1
lo que implica necesariamente Vi = 1,2,...n se tendrd x; = y; . Finalmente R, antisimétrica y de
orden.

Para verificar que R es de orden parcial, tenemos que encontrar dos elementos que no sean
comparables entre ellos. Por ejemplo, los pares (0,20) y (5,10) no estén relacionados, sélo basta notar
que (0,20)R1(5,10) es falso ya que si se cumple que 0 < 5, pero no se cumple que 0+20 < 5+ 10 .
En el otro sentido (5,10)R1(0, 20) también es falso debido a que 5 < 0.

Sea R4 la relacién de orden usual entre n-tuplas:
VX,Y € Nn, XRY <— z; < Yi Vi = 1,2,....n.

Demuestre que XRoY = XR,Y . Verifique que la implicancia en el otro sentido es falsa (de un
contraejemplo).

Considerando que XRsyY se tendrd que la coordenada de X siempre serd menor que la misma
coordenada en Y, es decir, serd directo que la suma de todas las componentes de X serd menor que
la suma de las coordenadas en Y (ej: (21, 22)Ra(y1,y2) = 1 < y1,22 < Yo = 1+ T2 < y1 +y2 =
(x1,22)R1(y1,y2) ). Formalmente Vi = 1,2,...n:

=1 i=1

La implicancia en el otro sentido es falsa, basta tomar por ejemplo (5,10) y (8,8), que si cumplen R
pero no Ro
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P3. La sucesién de Fibonacci se define Vn > 2 como
Fn :Fn71+Fn727

con Fy =0y F; = 1. Demuestre mediante induccién que Vn:

n

(i) ZFi2 =Fnlnn
=0

0
Solucién: (i) Caso Base (n = 0): ZFZ? =FF =0
=0

n
Hipétesis de Induccién: Z Ff =F,Fh+1 (%)
i=0
n+1

Por Demostrar Que: Z F?=F,1Fy 0
i=0
En efecto:
n+1 n
RPN
i=0 i=0
= FILF7L+1 + F3+1 (*)
- n+1(Fn + Fn+1)
- n+1Fn+2
Propuestos:

(i) ZFi = Fhyo—1
i=0
(ii) Z I = Iy

(iil) > iF; =nF,12— Foys+2
=0
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P4. (Control 3, 1994) En este problema se demostrara por induccién que en un tablero de ajedrez de 2" x 2"

Solucién:

casilleros, con n > 2, a lo més se pueden colocar 22”1 caballos sin que se coman. Suponga que la propiedad
se cumple para n = 2, es decir que en un tablero de 22 x 22 = 16 casilleros se pueden colocar a lo méas
22:2=1 = 8 caballos sin que se coman (no lo demuestre).

(i) Demuestre que si la propiedad es cierta para n = 2 también lo es para n = 3. Para ello razone por
contradiccién dividiendo el tablero de 23 x 23 casilleros en cuatro tableros iguales y pruebe que si se
pueden colocar mas de 223~1 = 32 caballos en el tablero completo, entonces uno de los 4 tableros
pequeios quedaria con mas de 8 caballos.

(ii) Demuestre que la propiedad es vélida para un n cualquiera con n > 2, también lo es para n + 1.

Previo: La demostraciones por contradiccién siguen el siguiente razonamiento: si queremos demostrar que
algo es verdadero se tendrd (p = ¢q) <= V , es decir (p = q) < F o equivalente (pV q) <
(p ANq) < F. O sea, a partir de suponer que se cumple nuestra hipétesis y que no se cumple la tesis
llegaremos a una contradiccién que nos demostrara el problema. En particular, en induccién tenemos que

p(n) = p(n + 1) es verdad, luego podemos demostrar equivalentemente que p(n) A p(n + 1) es falso.

4 4

4 C 2
8

C3 4

Figura 1: Tablero 8 x 8

(i) Tenemos que demostrar que p(2) = p(3), usando contradiccién (ie. p(2) Ap(3) es falso). Supongamos
que existen mas de 223~ = 32 caballos en todo el tablero de 8 x 8 (notar que esta idea es p(3)). Sean
C4,C5,C3,Cy las cantidades de caballos en las 4 divisiones iguales del tablero, luego C71+Co+C35+Cy >
32. Ahora, notemos que cada divisién del tablero es de 4 x 4 casilleros, por lo tanto la cantidad maxima
de caballos que puede haber en cada cuarto es sélo de 222~! = 8 caballos (ya que sabemos que para
n = 2 la proposicién es cierta). Luego, la mayor cantidad de caballos que puede haber en todo el
tablero es de 4-8, es decir C; +Cy 4+ C3+ C4 < 32, lo cual contradice nuestro supuesto, equivalemente
se deduce que al menos en uno de los 4 tableros hay mas de 8 caballos.

(i) Supongamos que en un tablero de 2"*+1 x 27+ casilleros tenemos mas de 22("+1)~—1 = 227+1 caballos.
Si esto se cumple, necesariamente al dividir el tablero en 4 cuadros iguales de 2™ x 2™, en alguno habra

‘ 1 - _ : . ,
mas de — - 227+ = 92n+1=2 _ 92n—1 capalos, lo que contradice el hecho de la proposicion es valida
para n.
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P5. Probar por induccién que paran > 1, 2-7" 4+ 3-5" — 5 es divisible por 24 .

Solucién: Caso Base (n =2): 272+ 3-5% — 5 = 168 es divisible por 24 .
H.l: 2. 7"+ 35" — 5 es divisible por 24 (x).
PDQ: 2- 77+ + 3. 57+ — 5 es divisible por 24 .

En efecto:
2.7 4 3.5"M 5 =7.(2-7")45-(3-5") -5

=7-2-"™)47-(3:-5")—-35+30—2-(3-5")
=7(2-T"+3:-5"=5)—6-(5"—5) (%)
——
24k 4p
= 24(7k — p)

Por lo tanto la expresién es divisible por 24.

Nota 1: También hay que justificar el hecho que para n > 2 la expresién 5™ — 5 es siempre divisible por
4, para esto se puede proceder por induccion. Sin embargo es mas facil verlo de esta forma: para cualquier
n > 2, 5™ siempre terminard 25 , de modo que 5™ — 5 siempre terminara en 20 . Finalmente como la regla
de divisibilidad de 4 dice que todo niimero que tiene sus dos ultimos digitos divisible por 4 es divisible por
4, se concluye que 5™ —5 =4p con p € N.

Nota 2: En general, los problemas de divisibilidad mediante induccién se resuelven de la misma forma.
Ejemplo "n > 2, 5™ —5 es divisible por 4"después de escribir el caso base, la hipdtesis de induccién y lo que hay

que demostrar, se toma el caso n+ 1y deben escribirlo de la siguiente forma: 5" — 5= (5" —5) 4+
N—— ———
caso n+1 de forma 4k por HI

. Por lo general 8 serd inmediatamente un niimero divisible por 4 (en este ejemplo serd 20) .De no ser asi,
serd como el problema recién resuelto y se deberad hacer un andlisis a la expresiéon o proceder nuevamente
por induccién.
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