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Repaso e Indicaciones:

- Si atn hay dudas sobre definiciéon de limites, pueden aclararse un poco viendo el archivo que esta en
esta seccion en material docente, llamado limite_funciones.

- Limites conocidos de sucesiones.
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- Limite exponencial: Iim (1 + > = e, y en general,
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- Algebra de limites: De existir los limites, y si el limite del denominador en el cuociente es distinto de
cero, se cumple que:
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- Precaucion Las siguientes operaciones de limites pueden llevar a cualquier resultado, no tienen por
p ) , . o0

qué ser 0,00 6 algin otro nimero. Dependen de cada caso: 0 - co, 00 — 00, — ¥ o
00

- Teorema del Sandwich: Si una sucesion a,, estd acotada tanto superior como inferiormente por suce-

siones b,, y ¢, respectivamente (b, < a,, < ¢,), y ademds ambas sucesiones convergen al mismo limite

l, entonces a,, converge a dicho limite [.

- Limites conocidos de funciones:
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- Cambio de Variable: Herramienta muy ttil para el calculo de limites de funciones, que no es estricta-
mente necesaria, pero facilita las cosas. Dentro de la funcién que se calcula, puede definirse una nueva
variable en funcién de la original (generalmente en funcién de x), que permita ver mucho mds facil-
mente cudl es el limite conocido a aplicar. Hay que tener ojo con como reemplazar la nueva variable,
qué constantes aparecen, y a qué tiende esta nueva variable. Luego se verd en accién.
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Ejercicios

n—06
P1) Calcule el siguiente limite lim ———, y usando la definicién de limite de sucesiones, demuestre que
n—+oo0 2n + 4

efectivamente es ése.

Desarrollo La definicién de limite, cuando a,, — I, es Ve > 0,3ng € R,Vn > ng, |a, — I| < e. Entonces,
para completar la demostracién, primero hay que determinar dicho limite, y luego demostrar que, dado &
cualquiera, podemos encontrar un ng conveniente que verifica la definicién.

, n—06 , n(l—-6/n) 1

m ——F = m —————7-
n>too 2n 44  notoeon(244/n) 2

, ( n—=6 1 .
Asi entonces, bastara encontrar un ng para que, dado €, se cumpla que mtd 2 < . En cierta forma,
n
buscamos que dicho médulo tienda a cero.
n—=6 1l |2n—12-2p—4| | —16 | 4
2n+4 2| 4n+8 Cl4n+8] n+2
4 4 . e
pero < — y queremos finalmente que — < ¢, para concluir por transitividad.
n+2 " n n
Puede verse de lo tdltimo, si definimos ng = —, se terminard cumpliendo casi obviamente la definicién

de limite, ya que a fin de cuentas, definiendo ese ng y por transitividad, lo que estamos diciendo es que
Ve > 0,3dng € R,Vn > ng, se cumple que n > ng, lo cual es verdadero gratis, todo gracias a cémo se
defini6 ng. Asi queda demostrado.

P2) Calcule, de existir, los siguientes limites

sin(n
a) lim L

n—-+oo n
Dadas las cotas de la funcién seno, se tiene que —1 < sin(n) < 1, y al dividir por n (que es positivo), se llega
a que:

-1 < sin(n) <

n

S|

donde ambas cotas convergen al mismo valor, que es 0. Por teorema del Sandwich, podemos concluir entonces
. sin(n)

que lim ———= =0.

n—-+o0o n

b) lim /274 37

n—-+4oo
Como no se ve una posibilidad clara de usar dlgebra de limites, hay que buscar desigualdades. Para n fijo,
{/x es creciente, por lo tanto la raiz completa va a ser mayor que si consideramos un sélo término, y menor
que si consideramos dos veces el mas grande. Inteligentemente acotando, podemos ver que:

J/3n L /230 L YB3+ 30
3K Y2 +37 <33

Ambas cotas convergen al mismo limite, que es 3. Por teorema del Sandwich, la sucesién original converge
entonces a 3. Es decir lim /2" 4 3" = 3.

n—-+oo
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P3) Utilizando los limites conocidos de funciones, calcule de existir los siguientes limites:

6sim(x) s
a) im ———
z—0 €T
Puede verse claro que, al haber involucradas sélo exponenciales y senos, los limites conocidos a hacer aparecer
son precisamente los de la exponencial y del seno. Es decir, hay que multiplicar por 1’s convenientes, sumar
0’s convenientes a fin de armar los limites conocidos.

sin(z) _

e e’ esin(@) 1 e 1 B e — 1 sin(z) e* -1
x N x r  sin(z) x x
Por algebra de limites:
esin(@) _ g esin(@) _ 1 sin(z) e —1
lim ———— = lim - - lim — lim
z—0 x =0  sin(x) =0 =0 T

Haciendo un cambio de variable en el primer limite, u = sin(x),u — 0 cuando = — 0, se obtiene que:

sin(z) _ _x u_ 1 : T _1q
fm S "¢ — 1m & L CO NP —1.1-1=0
x—0 x u—0 u x—0 x x—0 X
I
b) lima — 0%(@)
X

Nuevamente puede verse que los limites involucrados serdn solamente el de la exponencial y el de coseno.

In(cos(x)  In(cos(xz)) cos(x)—1

22 cos(z)—1 x?
Por algebra de limites,
lfm In(cos(z)) ~ lim In(cos(z)) I cos(z) — 1
=0 T z—0 cos(z) — 1 =—0 x?

Haciendo el cambio de variable u = cos(z),u — 1 cuando & — 0 en el primer limite, se obtiene que:

Im In(cos(z)) — lim In(u) lfm cos(z) — 1 . 11
z—0 T u=ly—1 z2—0 2 2 2

2z _ 3T
c) lim —
) =0 In(1 + z)
Primero que todo, notar que 2* y 3% no son lo que aparentan... al fin de cuentas, son exponenciales escondidas.
Por lo tanto, los limites que hay que hacer aparecer son el de la exponencial y el del logaritmo.
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or _ 3® emln(Z) _ exln(B) 6xln(2) -1 emln(S) -1
In(1+z) In(l+z)  Im(1+z) In(1+z)
6a:ln(2) -1 T exln(S) -1 T
. In(2) — . In(3
zln(2)  In(l1+x) n(2) n(3)

zln(3)  In(l1+zx)
Por algebra de limites, se tiene que:

9T _ 3® emln(2) -1 P efcln(3) -1 T
lim —— =1In(2) - i -l —In(3)- U -1
250 In(l+x) ) 50 xln(2) 250 In(l+x) n(3) 250 xln(3) 750 In(1+2)

Haciendo los cambios de variable u = xln(2),v = zin(3), u — 0,v — 0 cuando x — 0, en los limites primero
y tercero respectivamente, se obtiene:

2T __ 3T v _1 v—1
lim 25— n(2) - 1im & im ———— — In(3) - lim ——— - lfm ———— =
z—0 ln(l + x) u—0 z—0 ln(l + x) PN =0 In(1 + z)

In(2) - 1-1—In(3)-1-1 = In(2) — In(3) = In (g)

Propuesto Determine, de existir, el valor de lim | ——|. Indicacién: Analice limites laterales.
z—0 | 1+ x2



