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Pregunta 1

La empresa de pigmentos LILLO & Co. debe decidir cada dia qué pigmento producir en su tnica
maéquina, eligiendo dentro del conjunto de I pigmentos que comercializa.

Por razones técnicas puede producir como maximo un tipo de pigmento por dia, en cada uno de los ¢
dias de su horizonte de planificacion modelado por el conjunto T', ya que sélo se puede hacer un setup
diariamente. El setup consiste en ajustar la maquina para producir un pigmento especifico, si se sigue
produciendo el mismo pigmento que el dia anterior no es necesario realizar el setup nuevamente.

Ademsds, debe mantener la maquina funcionando todos los dias en el horizonte de planificacién para
evitar fallas de funcionamiento. Para efectos de modelamiento se puede considerar el caso en que no
estd produciendo ningin pigmento diciendo que esta produciendo el producto ficticio 0. La capacidad
de produccion de la maquina es muy superior a la demanda estimada para cualquier pigmento, por lo
que no es considerada una restriccion relevante.

Para cambiar de pigmento se debe pagar un costo de setup c¢;; que depende de los pigmentos i y j
involucrados, ya que no es lo mismo cambiar entre pigmentos claros, oscuros, etc. Para efectos de
modelamiento puede considerar que existe el costo ¢;; = 0 Vi € I, y que en el periodo ficticio 0 del
horizonte de evaluacion la maquina estaba funcionando sin producir ningin pigmento.

La demanda diaria para el pigmento ¢ en el dia ¢ del horizonte de planificaciéon ha sido estimada por
el departamento de marketing en d;¢, y debe ser satisfecha durante el horizonte de planificaciéon T', es
decir, se permiten atrasos en la satisfaccién de la demanda asi como producir con anticipacién algun
pigmento en caso de ser necesario.

Los costos asociados a cada una de estas situaciones son b; por unidad y dia de atraso del pigmento
i, costo definido por las penalizaciones por atrasos fijadas por contrato con los clientes méds una
estimacién del costo asociado a la pérdida de confianza de parte de los clientes. Y un costo h; por
cada dfa y unidad de inventario almacenada del pigmento i (b; >> h; Vi € I), costo definido por los
costos de almacenamiento y de operacion de la bodega.

Considere que el stock inicial y la demanda adeudada inicial de todos los pigmentos son nulos.Para
efectos de modelamiento considere que la demanda diaria y atrasada de cada pigmento se satisface
instantdneamente, y sin costo de distribucién relevante, al final de cada dia en funcién de la cantidad
producida y almacenada hasta el momento.

Modele el problema de produccién de la empresa como un problema de programacion lineal mixto,
donde se asegura la satisfaccién de la demanda a lo largo del horizonte de planificacién minimizando
los costos de setup, y los costos por atrasos y por almacenamiento de productos en bodega.



Pregunta 2

Considere un problema de la forma:
Min ctx

sa. Ax=1b

0<zr<u
donde A tiene filas 1.i. y dimensiones m X n. Suponga que u; > 0 Vi

1. Sean Ag(1), ..., Ap(m) m columnas Li. de A (las columnas ”bdsicas”). Si partimos el conjunto de
todos los ¢ # B(1),..., B(m) en dos subconjuntos disjuntos L y U, y fijamos z; =0Vj € Ly
xj = u; Vj € U. Y luego resolvemos la ecuacién Az = b para las variables bésicas x (1), ---; ZB(m)-

a) (1 pto.) Demuestre que el vector resultante = es una solucién bésica.
b) (1 pto.) Demuestre que z es una solucién no degenerada si y sélo si 0 < z; < u;, para todas

las variables basicas x;

2. Para esta parte y la siguiente, suponga que la solucién bésica construida en la parte 1. es factible.
Calculamos el costo reducido ¢; de las variables con la formulacién vista en clases. Sea z; una
variable no bésica tal que z; = 0 y ¢; < 0. Como fue visto en clases, aumentamos el valor de x;
en 0, y ajustamos las variables basicas desde x5 a x5 — 0B~ 1 A;.

a) (1 pto)Dado que queremos mantener la factibilidad, ;Cuél es el mayor valor de 6 que
podemos tomar?
b) (0.5 ptos.) {Cémo se determinan las nuevas variables bésicas? Demuestre que la nueva

solucién generada es bésica.

3. Sea x; una variable no bésica tal que z; = u; y ¢; > 0. Reducimos el valor de z; en 8, y
ajustamos las variables basicas a zp + 0B~ 1A;.

a) (1 pto)Dado que queremos mantener la factibilidad, ;Cuél es el mayor valor de 6 que
podemos tomar?

b) (0.5 ptos.) {Cémo se determinan las nuevas variables bésicas? Demuestre que la nueva
solucién generada es bésica.

4. Note que las condiciones de optimalidad en este casoson¢; >0Vje€ Ly ¢; <0VjeU

a) (0.5 ptos.) Demuestre que una solucién = que cumple las condiciones anteriores no puede
ser mejorada.

b) (0.5 ptos.) Suponiendo que todas las soluciones bdsicas factibles son no degeneradas, de-
muestre que el valor de la funcién objetivo disminuye estrictamente en cada iteracién y que
el método termina.

Bonus (1 pto.)

Sea P = {x € R"\ Az = b,z > 0} un poliedro no vacio, donde A € M™*"™.

Demuestre que:

;=0 VzaeP < 3JyeR"tqy'A>0,y'b=0con (y'A4); >0
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Pregunta 1
Variables (1 pto.):

s z;: Cantidad que se produce del pigmento i en el periodo t.

s 54 Cantidad que se almacena del pigmento ¢ al final del periodo t.

s r;;: Demanda adeudada del pigmento 4 al final del periodo t.

= y;: Toma valor 1 si se produce el pigmento ¢ en el periodo ¢. 0 en otro caso.

» w;;;: Toma valor 1 si se cambia del pigmento ¢ al pigmento j al comienzo del periodo ?.
Restricciones:
1. (0.6 ptos.) Naturaleza de las variables:

yi,wije € {0,1} Vi,jel,teT

Tit, Sity Tit => 0 Viel,teT

2. (0.6 ptos.) Siempre mantener la mdquina funcionando y sélo utilizar un pigmento por dia
Z yir=1 VteT
i
3. (0.6 ptos.) El stock y deuda inicial es cero
sio=0 Viel

rio=0 Viel

4. (0.6 ptos.) Relacién entre las variables

v <yp M VielteT M=) dy
t

rio=0 Viel



5. (0.6 ptos.) Definicién de w;
Wijt > Yi—1 +ye — 1 Vi,jel,i# jteT\{0}
Yoo =1
6. (0.5 ptos.) Conservacién del flujo

Sit—1 +rit +xip =dig +ri—1+ s Vie I teT\{0}

7. (0.5 ptos.) Satisfacer de la demanda a lo largo del horizonte de planificacién
rir=0 Viel

Funcién Objetivo (1 pto.)

MinZhi - Sit +sz"rit +Zcij " Wijt
it it

ijt



Pregunta 2

1.

a)

(1 pto.) Note que la ecuacién Az = b se puede escribir como Apxy + Arx; + Ayx, = b
donde z; =0y z, = u.

Luego, se reduce a Agxy, = b — Ayu y como rank(Ag) = m se concluye que la solucién
Ty = ABlb — A;AUU =0 queda Unicamente determinada.

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones formado por las restricciones activas tiene solucion
tnica, por lo que por Teorema visto en clases se puede concluir que hay n restricciones
activas l.i., lo que implica que x es una solucién bésica.

(1 pto.) < Si 0 < x; < u; Vi € B entonces no hay mds restricciones activas que las n
identificadas en la parte anterior, por lo que x es una solucién no degenerada.

= Si z es una solucién no degenerada, entonces por definicion esta determinada sélo por n
restricciones activas. Luego,ninguna de las restricciones no identificadas en la parte anterior
puede ser activa, por lo que se cumple que 0 < x; < u; Vi € B

(1 pto) Llamamos /Ij = B’lAj y separamos los casos en que a; > 0y a; < 0.
Se define

0, = ming,o{ &}

02 = ming, <o =%}

donde 65 se deduce de que para las variables con @; < 0 su valor aumenta al aumentar 6,
por lo que para mantener la factibilidad tenemos que imponer que

x; — 0a; < u; Vi € By sabemos que x; = bAl

Nota de correccién: Como a; < 0 cambia la desigualdad.

Asi, el maximo valor que puede tomar 6 es

0* = min{@l, 92}

(0.2 ptos.) Andlogamente a las reglas vistas en clases, la variable z; entra a la base, y la
variable x; que define el valor de 6* sale de la base.

(0.3 ptos.) Sea B la nueva matriz y B la base anterior. Para demostrar que B es base,
tenemos que demostrar que sus columnas son Li., esto es equivalente a demostrar que las
columnas de B~'B son Li. Como B y B sélo difieren en las columnas j y [, tenemos que
(B™'B); = e; Vi # 1 donde e; es el vector unitario, por lo que claramente son Li. entre si
y su l-ésima componente es 0. Por otro lado, (B~!'B); = Aj y su l-ésimo componente es
a; # 0 por la definicién de z;. Por lo tanto las columnas de B~'B son Li. y B es base.

(1 pto)De manera anéloga al caso anterior se define
91 = mina-i>0{uiT_ibi}
}
Y el maximo valor que puede tomar 6 es
0* = min{@l, 92}

(0.2 ptos.) Andlogamente a las reglas vistas en clases, la variable x; entra a la base, y la
variable x; que define el valor de 6* sale de la base.

02 = ming, <o{

i
a;

(0.3 ptos.) La demostracién anterior es vélida.



4.

a)

(0.5 ptos.) Sea y una solucidén factible arbitraria, y sea d = y — x. Claramente Ad = 0, lo
que se puede escribir como

Apdp + Apdp + Aydy = 0. Como rank(Ag) = m tenemos que

dp = —AR'Ardr, — A Apdy

Luego, ¢/d = cpdp + ¢y dy + ¢4dy

dd=(c;, — Ag'Ar)dr + (¢} — Ag' Ap)dy = & dr, + &,dy

Para cualquier indice € L'y j € U tenemos que z; = 0 y #; = u;, y como y es factible
tenemos que y; > 0y y; < u;. Luego, d; > 0y d; < 0 por lo que se cumple que c¢;d; > 0
Vie Lycjd; >0Vj€U.

Concluimos que ¢’d = ¢/(y —x) > 0 y como y es una solucién arbitraria, x es éptima.

(0.5 ptos.) En cada iteracién, el algoritmo se mueve una cantidad 6* > 0 (porque al ser
todas las soluciones no degeneradas ZZ > 0 Vi € B) a lo largo de una direccién d que
satisface ¢'d < 0.

Luego, el costo de cada solucién bésica visitada es estrictamente menor que la anterior, por
lo que ninguna solucion se puede visitar 2 veces.

Como el ntimero de soluciones bésicas factibles es finito (una por cada base formada por m
columnas l.i. y tengo un ntmero finito de combinaciones posibles de m columnas sobre las
n existentes), entonces el algoritmo debe terminar eventualmente con una solucién bédsica
Optima o identificando una direccién en la que se puede mover indefinidamente mejorando
la funcién objetivo, por lo que su valor éptimo es no acotado.



Bonus

Considere los siguientes problemas primal y dual:
(P) Max 0x (D) Min y'b
s.a. Az =0 sa. y>tA>0
x>0
Dem =
Como (P) es no vacio, tiene solucién éptima finita = (D) tiene solucién éptima finita.

Sea ¢ el 6ptimo de (D). Como § es factible, cumple g*A > 0. Y por dualidad fuerte se cumple que
—t
y7'b=0

Siz; = 0 Vo € P, entonces la restriccion dual asociada a este x; no es activa para ningtn y, por lo
que se cumple que (y*A4); > 0

Dem <«

Si (y*A); > 0, entonces por el Teorema de Holgura Complementaria se debe cumplir que z; = 0



