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Considere el poliedro P = {x € R"|Ax < b, x > 0} y z* una solucién bdsica factible no degene-
rada. Introducimos las variables de holgura z y construimos el correspondiente poliedro P’ =
{(z,2)|[Az+ 2z =0b, £ >0, z > 0} en forma estdndar. Muestre que (z*,b — Az*) es una solucién
bésica factible no degenerada para P’.

t

Considere el problema de minimizacién c'x en el poliedro P, pruebe lo siguiente:

(a) Una solucién factible x es éptima ssi ctd > 0, para toda direccién factible d en x.

(b) Una solucién factible x es la tinica solucién éptima ssi c¢'d > 0 para toda direccién factible
d#0en x.

Discuta los siguientes casos y evalue si tiene solucién 6ptima, es un problema no acotado, o no tiene
solucion en curso y se puede mejorar.

(a)

min  3z3+ x4

sa. —3x3+3r4 < 6
—8r3+4ry < 4
€T3, T4 Z 0
(b)
min  —3z3 + 4
s.a. 73‘%3 + 31‘4 S 6
—8r3+4xy < 4
3,24 > 0
(<)
min 31‘3 — T4
S.a. —3$3 + 3.234 S 6
*8I3 + 4:64 S 4
Z3,T4 > 0
Resuelva el siguiente problema mediante el método Simplex (Fase Iy II)
min T, — 2T9
sa. x1+To—2x3 = 1
T1 + 2y = 4
1 — X2 = 0
T1,T2,T3,T4 Z 0



Solucidon

P1. Primero debemos darnos cuenta que P no estd en forma estandar, por lo que no podemos argu-
mentar que x* tiene m componentes positivas.

Luego de esto, tenemos que x* > 0, ya que es un punto factible en P, y por lo tanto también se
tiene que b — Az* > 0, por definicién de P. Con esto tenemos la no negatividad de (z*,b — Az™) en
P’. Ahora veamos que se cumpla la factibilidad en P’, es decir, Az + z = b. En efecto, tomando el
par (z*,b — Ax*) se tiene que

Ar + 2= Az* +b— Ax™ =b.

Para revisar la no degenerancia, veamos la cantidad ¢ de restricciones de P que se cumplen con
igualdad en x*:

e Si g = m se tiene que Az* = b, y como x* debe definirse por n restricciones de igualdad,

P2. (a)

(b)

se tiene que n — m restricciones de z* > 0 deben cumplirse con igualdad, por lo que n —m
componentes de z* deben ser nulas. Como z = b — Az* = 0, se tiene que las m componentes
de z son nulas, luego el par (z,z) = (z*,b — Az*) tiene n componentes nulas y, por lo tanto,
tiene m componentes positivas, luego es no degenerado.

Si g = m — 1 se tiene que ag-x* =0b; Vje{l,...,m}\k y ala* < bi, para algin k, y como
z* debe definirse por n restricciones de igualdad, se tiene que m — m + 1 componentes de
x* deben ser nulas. Como z = b — Az*, entonces z; = by, — ajz* > 0y z; = b; — ala* =
0Vj e {l,...,m}\k, luego se tiene que m — 1 componentes de z son nulas, entonces el par
(z*,b— Ax™*) tiene n componentes nulas y, por lo tanto, tiene m componentes positivas, luego

es no degenerado.

En general, si ¢ = m—p, sea G el conjunto de restricciones de Ax* = by sea I C G el conjunto
de las restricciones que se cumplen con igualdad (|I| = m — p). Se tiene que aé—x* =b;Vjel
y atz* < by Vk € G\I, como z* debe definirse por n restricciones de igualdad, se tiene que
n —|I| = n — m + p componentes de x* deben ser nulas. Como z = b — Az*, entonces
2k =by —alz* >0Vk e G\ y z; =b; — a;x* = 0Vjy € I, se tiene que m — p componentes
de z son nulas, luego el par (z*,b — Ax*) tiene n componentes nulas y, por lo tanto, tiene m
componentes positivas, luego es no degenerado.

(=) Hagdmoslo por contradiccién.

Sea x una solucién 6éptima, es decir, ctz < cfy Vy € P. Supongamos que existe d tal que
ctd < 0. Seay =z +0d,0 > 0. Como x es éptimo se tiene que

cdr<cy = ca<c(x+0d)
= 0 < fctd
= 0<cdd—+

(<) Supongamos que c'd > 0 Vd, donde d es una direccién factible. Sea y cualquiera tal que
d =y — x, entonces

dd>0 = dy—z)>0
= cty > clx
Luego z es éptimo.

(=) Hagamdslo por contradiccion.

Sea x el tnico punto 6ptimo c'z < cly Vy € P\{z}. Ademaés, todo y € P\ {z} se puede
escribir como y = x + 0d con # > 0, ya que P es un conjunto convexo. Supongamos que existe
d factible tal que c¢*d < 0. Al multiplicar por @ y sumar ¢’z en ambos lados, se obtiene que:

(x+0d) <

cty <czr —



P3. (a)

(b)

(<) Sea y otra solucién éptima, con z # y. Como y € P, 3d tal que y = x + 0d, ya que P es
convexo. Ademds, tenemos que ctd > 0 Vd, con d una direccién factible, en particular para d
se tiene c’d > 0. Si multiplicamos la ecuacién anterior por 6 > 0 y le sumamos c'x, entonces

x+0d) > cx
cty > clw
Luego x es el tinico éptimo.
Escribiendo el problema en forma estdndar (con variables de holgura) se tiene que:

min  O0x1 + Oxg + 33 + 24

s.a. T — 3x3 + 314 = 6

To — 83 + 4xy = 4

T1,T2,X3,T4 Z 0

Con esto elejimos

I 0
. 1 0 o -3 3 B . To CB\ 0
oo 1) = (30 ()= ) ()-8
Tq 1

Donde zp, 2, son las variables bdsicas y no bésicas, respectivamente (con x1, x5 vas varibles
de holgura). Dado esto podemos despejar x1 y zo en funcién de x3, x4, y reemplazar en la
funcién objetivo.

6

TB\ B 1 B 4
() =)=
0

Con esto tenemos que los costos reducidos para las variables béasicas es cero, pero en cambio
para las variables no bésicas se tiene:

ey =cy—c4BT'N=(3,1)>0

6
o4 .
Con esto tenemos que la solucion 0 es optima.

0

Escribiendo el problema en forma estdndar (con variables de holgura) se tiene que:

min  Oz; + 0xo — 323 + 24

s.a. T, — 33 + 324 =

To — 8x3 + 4xy
T1,X2,T3,T4

AVAN
SIINCN

Tal como en la parte anterior, x = (6,4,0,0)* es una solucién factible, pero no es éptima ya
que existe j tal que ¢; < 0. En efecto,

ey =cy —csBTIN = (=3,1),

por lo que tenemos ¢35 < 0, es decir, conviene dar un valor positivo a la variable no bésica x3,
o sea, x3 debe entrar a la base. Ahora calculemos

u=B7IN,, =1 <:2> = (ii)

cuyas componentes son todas no positivas, por lo tanto la columna pivote no nos sirve. Esto
quiere decir que el valor del costo éptimo es —oo, ya que x3 puede crecer indefinidamente



(c)

al entrar a la base. Otra forma de verlo es la siguiente, debemos respetar la positividad de
las variables bésicas (en cambio las no bésicas, x4, permanecen fijas), con esto imponemos la
condicién

x1=-314+64+3x3 >0

Ty = —4x4 +4+8x3 >0

de la cual observamos, que x3 puede crecer indefinidamente. Con esto el problema es no
acotado.

Escribiendo el problema en forma estdndar (con variables de holgura) se tiene que:

min  Oxy + Oxg + 3w3 — 24
s.a. T, — 33 + 314 = 6
T — 8173 + 4134 4
T1,T2,T3, T4 0

AVAN|

Nuevamente tenemos que z = (6,4,0,0)" es una solucién factible, pero no éptima ya que los
costos reducidos relacionados a las variables no bésicas tienen la siguiente forma

—t _ ot t p—1nr _

Cy =cy —cgB "N =(3,-1),
con lo cual conviene que x4 tome valor positivo, es decir, que entre a la base. Por otro lado
mantenemos afuera de la base a la variable z3 = 0. Admema&s debemos respetar las condiciones,

r1=31r3+6—-324,>0 & 21=6—-3x4>0

To=—4x,+44+8x3>0 & x9=4—4x4 >0

dado esto, el valor critico para x4 es min {g, % =1, con lo que la varieble x5 se anula y sale

de la base. Puede analizarlo con el método del tableau.

P4. Primero procedemos con la Fase I del método Simplex, para encontrar una base factible al problema,
es decir resolvemos el siguiente problema, agregando las variables de holgura x5, zg, x7

min Ts5 + Tg + T7

sa. X1 +To—x3+x5 = 1
1+ x4 + x4 = 4
x4 — To + X7 = 0

El tableau antes de la primera iteracion es de la siguiente forma

z=—1"%| -1'A 0

b | A T

Con esto, antes de la primera iteracién tenemos (con asterisco marcamos los pivotes):

Ty T2 T3 T4

8
o

I
=)

8
3

-9 30 1 -1

z5=1 | 1 1 -1 0
ze=4 |1 0 0 1
z7=0 | 1* -1 0 0

[Ne S k)
o = OO
—_ O OO

z=(0,0,0,0,1,4,0)"

Primera Iteracién:

ry T2 T3 T4 Tz Te X7

-5 o -3 1 -1 0 0 3
rs=11] 0 2* -1 0 1 0 -1
zg=4 | 0 1 0 1 0 1 -1
z1=0] 1 -1 0 0 0 0 1

z=(0,0,0,0,1,4,0)"



Segunda Iteracién:

1 X2 x3 T4 Z5 Ze Z7
-7/2 0 0 —1/2 -1 3/2 0 3/2
x2:1/2 0 1 —1/2 0 1/2 0 —1/2
x6:7/2 0 0 1/2 1* —1/2 1 —1/2
x1:1/2 1 0 —1/2 0 1/2 0 1/2
1 0,0,0 0)¢
x*(§afa s Uy YUy T )
Tercera Iteracion:
T X2 T3 T4 x5 Te X7
0 0 0 0 0 1 1 1
x2:1/2 0 1 —1/2 0 1/2 0 —1/2
334:7/2 0 0 1/2 1 —1/2 1 -1/2
x1:1/2 1 0 -1/2 0 1/2 0 1/2
11 7 p
T = (575)075703070)

Finalmente en la tdltima iteraciéon todas las variables artificiales salieron de la base, los costos
reducidos asociados toman el valor 1 (siempre cierto) y z* = 0. Con esto tenemos una solucién
basica factible, nos queda por eliminar las variables artificiales y recalcular los costo reducidos y el
valor objetivo para esta solucién. La tabla se reduce a

I T2 I3 T4
=1/2] 0 1 -1/2 0
,=7/2| 0 0 1/2 1
©pn=1/2]1 0 -1/2 0

El vector de costos estd dado por ¢! = (1,-2,0,0), por lo que:
CtB = (62764701) = (—2,07 1)7 C?V = (CS) = (0)

El orden en que se escribe el costo para las variables basicas depende del vector en la base canénica
que las mismas tienen asociado. Las matrices B y N del problema original son:

1 01 -1
B=|0 1 1|],N=|0
-1 0 1 0
Los costos reducidos seran:
¢z = (0,0,0)
10 1\ /-1 )
Ay =cy—cyB'N=0-(=2,01)[ 0 1 1 0| =-5
-1 0 1 0

3ra columna del recuadro

Finalmente:

1/2 1

B =(-2,0,1) | 7/2| = —=

1/2 2

Por lo que el cuadro queda de la siguiente forma

I T2 T3 Ty
1/2 0O 0 -1/2 0
x9=1/2 | 0 1 -1/2 0
x4=7/21 0 0 1/2* 1
x=1/211 0 -1/2 0

Y empazamos con la Fase II, pivoteando sobre el elemento con asterisco en la tabla anterior

Primera iteracién:



Ty T2 T3z T4
4 0o 0 o0 1
372:4 0 1 0 1
x3=7 | 0 O 1 2
r1=4| 1 0 O 1
En este recuadro se satisfacen las condiciones de optimalidad, por lo que la solucién éptima del
problema original es T = (4,4,7,0)¢, y el valor de la funcién objetivo es ¢, B~1b = —4.



