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Introduccion

e Se dice que un conjunto S en R” es un poliedro si puede ser
representado como un conjunto finito de inecuaciones
lineales: S={xOR"/Ax=Db}

Donde A es una matriz de mxn, b es un vector en R™ y m es la cantidad

de inecuaciones.

* La region factible de todo Problema de Programacion Lineal
(PPL) puede ser descrita por restricciones de desigualdad de
la forma AXZDb vy, por lo tanto, es un poliedro.

* Notar que un poliedro, equivalentemente, se puede definir:

S={xOR"/Ax < b}




Ejemplo: Poliedro en R

* Consideremos las siguientes desigualdades:
4x, =28
- X =-/
X, 21 A
® En este caso tenemos N = 1 m= 3,A=| -1

1

e (Graficamente:
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Ejemplo: Poliedro en R

De la primera desigualdad tenemos que: X, = 2
De la segunda desigualdad tenemos que: X, <7

De la tercera desigualdad tenemos que: X, =21

Luego el poliedro representado con estas desigualdades es el

siguiente :
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Ejemplo: Poliedro en R?

® Consideremos las siguientes desigualdades:

- X, = -3 (-1 0) (- 3)
X, +Xx,=1 L 1
— X, = X, = =5 —) |-1 -1 [ﬁxljz -5
X, >0 1 0|7 0
X, >0 01 .0

® En este caso tenemos =2, mM=5

L




Ejemplo: Poliedro en R?

e (Graficamente:

X




Ejemplo: Poliedro en R3

® Consideremos las siguientes desigualdades:

X, =0 (1 0 0) (0)
1 (%,
X, 20 —> |2 Vg |5 P
- 0 0 0 1 0
Xg = \ X3/
-1 -1 -1) —1)
X, +X, +X%X; <1

® En este caso tenemos N=3 mM=4




Ejemplo: Poliedro en R3

® Graficamente:
X, 20
X, =20
Xy 20
X, + X, +X;<1

X3




Casos Particulares
® Hiperplano

e Es un poliedro determinado por una Unica restriccion de

igualdad. {xOR"/a'x = b}

° Semiespacio
® Esun poliedro determinado por una Uunica restriccion de

desigualdad.
{xOR"/a'x = b}

* Notar que todo semiespacio esta limitado por el hiperplano

correspondiente.




Casos Particulares

. {xOR?*/2x, +3x, =6}
0 R? /2x, +3x, =6}




Conjuntos Convexos

® Un conjunto es convexo si, para cualquier par de puntos en

¢l, la recta que los une esta contenida en el conjunto.

® Ej: Conjuntos Convexos:

® Ej: Conjuntos No Convexos:




Conjuntos Convexos

® Un conjunto es convexo si, para cualquier par de puntos en

¢l, la recta que los une esta contenida en el conjunto.

® Formalmente: Un conjunto S es convexo si:

Ox,y0S,A0[01], z=Ax+(1-A)yOS

e Se dice que Z es una combinacion lineal convexa de x e y.




Puntos Extremos, Vértices y
Soluciones Basicas Factibles

®* Punto Extremo:

® Un punto extremo es aquel que no puede ser expresado como
una combinacion lineal convexa de otros dos puntos del

poliedro.

® Formalmente: x es un punto extremo de P si no existen:

y,zOP/ X}, A D[O;L], x:/ly+(1—/])z

® A esun punto extremo

® B no es un punto extremo

® Cno es un punto extremo




a R
Puntos Extremos, Vértices y

Soluciones Basicas Factibles

e Vértice

b/

* Un punto x es un vertice de un poliedro P si existe una recta

que intersecte a P solo en el punto x.

® Formalmente: x es un vértice de P si:

[c/c'x<c'ylyUdP,y # X

® A es un vertice
7/ .
® B no es un vertice

® Cno es un vertice




Puntos Extremos, Vértices y
Soluciones Basicas Factibles

e Solucion Basica:

® Un punto x es una solucion basica de un poliedro P en R" si
corresponde a la interseccion de n restricciones linealmente

independientes.

e Solucion Basica Factible:

® Una solucion basica se dice factible si satisface todas las
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® A esuna solucion basica 7B

® B es una solucion basica factible




Puntos Extremos, Vértices y
Soluciones Basicas Factibles

® Sea P un poliedro no vacio y x un punto de P, son

equivalentes :

X €S un vértice X es un punto
extremo

Ny

X es una solucion

basica factible




Restricciones Activas

e Restriccion Activa: Se dice que una restriccion es activa

en un punto x* si se cumple con igualdad en ese punto.

® Ej: Larestriccion @' [X<b esactivaenx*si a'[x*=Db

* Conjunto Activo: Es el conjunto de todas las restricciones

activas en el punto x*.

| ={i/a x* =b}




Teorema

® Sea x* en R" e I el conjunto activo de x*, entonces lo

siguiente es equivalente:

* Existen n restricciones l.i. que pasan por x* (pertenecen a I).

® | os coeficientes de las restricciones activas determinan vectores

(filas en la matriz) que generan el espacio R".

e E] sistema de ecuaciones de todas las restricciones activas tiene

una solucion tnica.




Poliedro en Forma Estandar

e Un poliedro en forma estandar es aquel que puede ser

representado :
® Solo con restricciones de igualdad

® Solo con variables no negativas

® Esdecir: P ={xOR"/Ax=b, x2 0}

Donde A es una matriz de m xn y b es un vector en R™
* Notar que todo poliedro puede ser escrito en forma estandar
° Agregando variables de holgura

® Reemplazando variables negativas y libres




Poliedro en Forma Estandar

* Ejemplo: 2X, +3x, —5x, < 6
® SeaPel siguiente poliedro: — % +9X, —2%; 210
X, <0
X, 20
X; R

® Agregamos las variables de holgura (positivas):

2X, +3X, =5X; + X, =6 =X, +9X, = 2X; — Xg
X, 20 Xs 20

o Reemplazamos las variables no positivas:
X, Xy — Xy = X,

X, =
x, =0 X3, X3 20

10




Poliedro en Forma Estandar

* Ejemplo: 2X, +3x, —5x, < 6
® SeaPel siguiente poliedro: — % +9X, —2%; 210
X, <0
X, 20
X; R

e Obtenemos el poliedro en forma estandar P’:

— 2%, +3X, =9X; +9X%X; + X, =6
X, +9X, — 2X; + 2X; — X; =10
X, s Xy, Xg, Xgy X,y Xs =0 2X, +3X, =5X, +X, =6
- X, 9%, —2%X; =X, =10
* O, equivalentemente: s
X, = =X,
X; = X5 = Xq

Xy Xyy Xgy X3, Xy, Xg 2 0




Poliedro en Forma Estandar

* Notar que un poliedro en forma estandar tiene n variables
(incluidas las variables de holgura) y (ntm) restricciones

(incluyendo las restricciones de no negatividad).

* Ejemplo: (X, +3X, + X, —7)

oX;, =X, +X, =1
- X, + X, - X =3

| Xp 5 X5 5 Xy X4y X5,2 0

J

® En este caso se tiene n=5 y m=3.




Soluciones Basicas

e Sin pérdida de generalidad se asume que las m restricciones

son linealmente independientes, lo que implica que m<n

® Recordemos que para que un punto sea solucion basica debe

ser la interseccion de n restricciones l.i. (n restricciones
activas)

® Como ya se tienen m restricciones de igualdad (AX = D), faltan

(n-m) restricciones activas, que se logran escogiendo (n-m)

variables y fijandolas en O, haciendo que las correspondientes

restricciones X, 2 0 sean activas.




Soluciones Basicas

® Consideremos m columnas linealmente independientes de la
matriz A. 123 ORI

N 1
2

\ Jm

...B(1)..B(2)...... B(nl)...

® Como cada columna esta asociada a una variable, estamos
escogiendo tambien m variables.

® Estas m variables se conocen como variables basicas.
® [ a matriz formada por estas m columnas se conoce como

matriz basica (Ay).

A, ={B(1),B(2),...,B(m)}




o

Soluciones Basicas

® Consideremos m columnas linealmente independientes de la

matriz A. 1203 i,

r

-

...B(1)..B(2)...... B(nl)...

,

1
2

m

® Una vez escogidas estas m variables, las (n-m) restantes se

fijan en 0, es decir: X = 0 UiUA,

® Finalmente, se resuelve el sistema de m ecuaciones AX = b

para las variables X; /101 Ag




Soluciones Basicas

* Ejemplo:
- X, +X,<1 Forma Estandar X EXy X =1
IX +X,<4 IX *+X, +X, =4
\Xl,XZEO J \Xl,XZ,X3,X4ZO )
%)

345678 9 10




Soluciones Basicas

® Matricialmente:

—1110[]X
1 1 0 1

x;=0

® Elegimos  arbitrariamente las
primeras 2 columnas (asociadas a
X, Y X,) que son L.i.

® Luego asignamos a todas las demas
variables el valor 0, es decir x;=0
y x,=0. (Graficamente estamos en

el punto (1.5, 2.5))
® Finalmente, resolvemos el sistema:
-X + X, =1
X, +X, =4

® Y obtenemos la solucion basica

x = (15, 25,0 ,0)

x,=0

7z Xl

1 23 45 6 7 8 9 10




Soluciones Basicas

® Matricialmente:

-111 0} 1% |_(1
1 10 1)]x,| \4

x;=0

* Si

columnas 2 y 4 (asociadas a x, y

, en cambio, elegimos las

x,) que son l.i.

® Luego asignamos a todas las demas
variables el valor 0, es decir x,=0
y x;=0. (Graficamente estamos en

el punto (0, 1))
® Finalmente, resolvemos el sistema:
X, =1
X, +X, =4

® Y obtenemos la solucion basica

x=1(0,1,0 3)

N

x,=0

7z Xl

1 23 45 6 7 8 9 10




Soluciones Basicas

° . .
En resumen: . e Esto puede hacerse escoglendo
- X, tX, +X, =1 ) )
cualquler par de columnas l.i. de la
IX X, +X, =4 )
matriz A.

X113 X5, %X3,%X, 20
Sol. Basica asociada

X5 a la base {x,x,}
x = (1.5, 2.5, 0, 0)

Sol. Basica asociada

a la base {x,,x; .
x=(0,4,-3,0\=06
5 |x=0

AN

X3_

Sol. Basica asociada

ala base {x,,x,}

X = ( 0.1 0, 3) 3 Sol. Basica asociada Sol. Basica asociada
a la base {x;,x,} ala base {x;,x;}
Sol. Basica asociada 2 X = (O’ 0,1 4) X = (4 0,5 O)

1
4

-2 -110

(- 5

a la base {x;,x,}

x=(-1,005

x,=0

1 23 45 6 7 8 9 10

7z Xl




Soluciones Basicas

® Una base esta asociada a una Unica solucion basica, mientras

que una solucion basica puede ser representada por mas de

una base.

* Si se da este ultimo caso, decimos que la solucion basica es

de generada.




Degenerancia

® Una solucion basica x se dice degenerada si hay mas de n

restricciones activas en X.
X1:O

* En este caso, el punto A es una solucion basica degenerada y
puede representarse con las bases:
Bl = {Xl’ X2 ! X3}
B, ={X. %2, X, }

@ B, ={x., %,, X}




Degenerancia

® Una solucion basica x se dice degenerada si mas de (n-m)

Componentes de X SONn Cero.
x,=0

® En este caso, el punto A es una solucion basica degenerada
porque tiene 5 variables, 3 restricciones* y mas de 2
variables nulas: X =0. X, =0y X; =0

* Como estamos en R2, las restricciones X, X, 2 O no se cuentan dentro

@ de las m restricciones del tipo AX =b
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