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Algoritmo de Simplex Optimalidad
[

¢Donde estamos?

Resumen

@ Todo problema en forma estandar tiene puntos extremos.

@ Si un problema en forma estandar tiene solucion 6ptima, un
punto extremo es solucion 6ptima también.

@ La idea central del método se basa en este hecho.

@ Revisa condiciones de optimalidad, y si no es 6ptimo, se mueve
a una nueva base factible de mejor costo.

@ En esta seccion consideramos el problema

min cX
(P) st. AXx = b
Xx > 0

@ Denotaremos como P := {x € R} : Ax = b}, asumimos
A € R™" rank(A) = m, llamamos A, la i-ésima columna, y a; la
i-ésima fila.
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Condiciones de optimalidad

Condiciones de optimalidad

Definicion 2.1
Dado x € P, se dice que x es un optimo local si existe ¢ > 0 tal que
vx" € P N B(e,Xx) se tiene que cx’ > cx.

Teorema 2.1
Six € P es 6ptimo local para (P), entonces es 6ptimo global.

@ Esto implica que basta caracterizar 6ptimos locales.
@ Podemos asumir que x es una solucion basica factible.
@ ¢Podemos dar una descripcion algebraica?

Definicion 2.2
Sea x € P, un vector d € R" es una direccion admisible si existe

0 > O tal que x + #d € P. El conjunto de todas las direcciones
admisibles en un punto x € P se denota como Dp(X).
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Condiciones de optimalidad

Caracterizando optimos locales

@ Suponemos X € P solucion basica factible, y sea B una base
asociada.
@ Notemos que Vx' € S := P N B(e, X), tenemos que
d =X —x’ € D(X).
@ Es decir, basta caracterizar D(X) para caracterizar S.
@ Ademas si existe x’ € S tal que cx’ < ¢X tenemos que cd < 0.
@ Esto implica que 6ptimo local es equivalente a demostrar que
cd > 0vd € D(X).
@ Perod € D(X) siysolosiAd =0y X + 0d > 0 para algin 6 > 0.
@ Usando el hecho que B es base, tenemos:
Ad=0 <
(AB,AN)(dB,dN)t =0 <
ds + Y Ag'Aidi=0
ieN A

@ Fijando di = 1, v' = (vg,vy) = (—A, &) satisface Ad = 0.
¢ De donde todo d € D(X) satisface d = > (Aiv' :i € N) con A\ > 0.
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Condiciones de optimalidad

Caracterizando optimos locales

Definicion 2.3
El vector vi = (v}, v),) = (Ai, &) : i € N, se llama i-ésima direccion
basica en X. )
Teorema 2.2
Si X es una solucion basica factible no degenerada, entonces
D(X) ={> Av': X >0}. Engeneral D(X) C {>_ Av': X\ > 0}.

ieN ieN

@ Volviendo a la condicion de optimalidad:
@ Notemos que para todo d € D(X) se tiene que
cd =3 (Aicv' i eN)cd =3 (Ni(ci —cgAi) i € N),con ) > 0.
=
@ En caso no degenerado, podemos concluir
cd>0 Vd eDX)<=¢ >0 VieN.
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Condiciones de optimalidad

Caracterizando optimos locales

Definicion 2.4
Dada una solucion basica factible x asociada a una base B,

definimos el costo reducido de x; : i € N como
Ci=¢C —CgA =¢Cj — CBAE]’A;.

Teorema 2.3

Dada una solucion basica factible x asociada a una base B, y el
vector de costos reducidos ¢ € RN, entonces:

@ Sic > 0, entonces x es optimo.
@ Six es no degenerado y 6ptimo, entonces ¢ > 0.

Observacion 2.1
Dado x asociada a una base B, entonces:

min X min CBE—F Cxn
(P)stt Ax= b & (P)st. xg+Awxn= b
x> 0 x> 0

v
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Condiciones de optimalidad

Caracterizando optimos locales

Definicion 2.5

Una base B se dice 6ptima si:

Q@ b=A;'b>0.

@ C=cy—cgAy =cn — CeAz Ay > 0.

@ Claramente la solucion basica asociada a una base 6ptima es
factible, y como satisface las condiciones del teorema anterior,
es una solucion 6ptima.

No necesariamente una base asociada a una solucion basica
factible 6ptima es una base optima.

El algoritmo de simplex es capaz de resolver este problema.
¢Cual es la interpretacion geométrica de las direcciones basica?
¢ Que interpretacion tienen los ; : i € N en general?

Dada una solucion basica factible, ¢,como demostramos
optimalidad y/o encontramos una mejor solucion?
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Método de Simplex

El Método de Simplex

@ Consideremos B base factible y X la s.b.f asociada.

@ Sic > 0 B es una base optima.

® Sino, seai € N:¢j <0,y consideremos _
(Py) : min{c’(X + Av') : A(X + Av') = b, X + Av' > 0}.

@ Por construccion (P;) es equivalente a min{\c; : Xz — AA; > 0}.

@ Si(A); <0,V =1..m, (P) (y (P)) es no acotado.

@ Definiendo A* = min{Xg;/(A); : (A)); > 0}, (P;) puede escribirse
como min{AC; : 0 < XA < A\*} = \*Cj.

@ SeaB*={je€B:x —A(A) =0, (A) >0}yseajec B

@ SiBj =BU{i}\ {j} es una base, podemos re-comenzar el
proceso.

@ Si todos los vértices son no-degenerados, el proceso mejora
continuamente la funcion objetivo.

@ Si (P) admite solucion 6ptima, el algoritmo encontrara la s.b.f.
optima.
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Método de Simplex

El Método de Simplex

Teorema 2.4

Paratodoi € N,yj € B el conjunto Bj define una base factible de
(P). y X+ A*v' es la solucion béasica asociada.

@ Dem: use el hecho que existe p tal que Agu = A;.

Algoritmo de Simplex v1.0:

Input: una solucién basica factible B.

© Computary = cgAzt.

@ SiVi e N, ¢ =c —yA >0, B es base 6ptima, return.
© Escogeri € N : ¢ < 0y computar A; = AglAi.

© SiB; = ¢ el problema es no acotado, return.

© Escogerj € B".

@ B — Bj, volvera 1.
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Método de Simplex

El Método de Simplex

@ Lavariable i € N del paso tres se llama variable entrante.

@ Lavariable j € B;" del paso cinco se llama variable saliente.

@ Reglas para escoger i,j en pasos 3, 5, se llaman reglas de
pivoteo.

@ Si (P) es no-degenerado y factible, el algoritmo termina con una
solucion al problema.

@ Si el algoritmo termina, termina con la respuesta correcta.

@ Incluso si (P) posee vértices degenerados.
@ ¢Qué posibles reglas de pivoteo hay?

@ minimo ¢;, Steepest descend, first negative, round-robin.
@ ¢Hay reglas que aseguren que el algoritmo siempre termine?

@ ¢Cuanto tiempo demora cada iteracion?

o Resolver dos sistemas yAs = cg y AiAg = A.
@ realizar entre 1 y n multiplicaciones de vectores de tamafio m.

@ ¢ Cuantas iteraciones son necesarias?
@ Entre una, hasta nimero de vértices de (P).
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Método de Simplex

Manejando Degenerancia en Simplex

Definicion 2.6
Dado u,v € R", decimos que u es lexicograficamente mayor que v

L
(u > v) si la primera componente no-cero de u — v es positiva.

L
@ Note que > es un orden total en R".
@ Regla lexicografica:

@ Escogeri € N con mayor impacto en funcion objetivo.

@ Sitodas tienen impacto cero, escogeri € N con ¢; < 0.

@ Consideremos u = A;, escogemos variable saliente j tal que b;/u;

es minimo para los u; > 0.
@ j esta Unicamente determinada, por que? (rango A).

Teorema 2.5
El algoritmo de Simplex bajo la regla lexicogréafica satisface:

@ El vector (—cgb,c — cBAglA) € R"*! incrementa estrictamente
(en el orden lexicografico) en cada iteracion.

@ El algoritmo siempre termina.
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Método de Simplex

Buscando una base inicial

@ Hasta ahora hemos demostrado que dada una base inicial
factible de (P), el algoritmo de simplex termina con una solucion
al problema.

@ ¢;COmo encontramos una base inicial?
@ Supongamos que b > 0y consideremos
m
(Po) : {minZyi "AX +y =b,(x,y) > O} .
i=1
@ Claramente (P,) es factible, y tiene solucion 6ptima.
@ Ademas zp, = 0 <= P es factible.
@ Variables y se llaman artificiales, y siempre estan asociadas a
una base factible de (P,).
@ Resolver (P,) es lo que se llama hacer Fase | de Simplex.
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Método de Simplex

Algoritmo de Simplex

Algoritmo de Simplex v2.0:
Dado (P) : {mincx : Ax =b,x >0} conb > 0.
@ Definir (Po) : {mindly : AX +y = b, (x,y) > 0}.
Utilizar Simplex vi.0conB = {n+1,...,n+ m}.
Si zp, > 0 (P) es infactible, return.
Definir (P’) : {mincx + ocolly : AX +y = b, (x,y) > 0}.
Utilizar Simplex v1.0 con B la base optima de (P,).
Si no acotado, return.
Reportar zp, base 6ptima B y x*, return.

6 ¢ ¢ 6 ¢ ¢

(]

Note que utilizar colly en la funcion objetivo, es equivalente a
asumir que ¢; > 0 para toda variable y; € N.

@ Esta es la implementacion practica mas usual.
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Método de Simplex

Eficiencia computacional de Simplex:

@ Una pregunta central es ¢ Cuantas iteraciones de simplex son
necesarias?

@ Considere el ejemploP = {x e R": 0 < x; < 1}.

@ P tiene 2" vertices.

@ Es posible deformar P de forma tal de armar un camino que
recorra todos los vertices incrementando estrictamente la funcion
objetivo.

@ Para la mayoria de las reglas de pivoteo conocidas hay
deformaciones adecuadas que fuerzan al algoritmo a visitar todos
los vertices.

@ ¢Qué pasa en la practica? ¢, En promedio?

@ Dificil caracterizar todos los problemas practicos.

@ Mas aun definir una probabilidad de distribucion.

@ Estudios empiricos muestran que el nimero de iteraciones es
O(mlog(n)).

@ ¢ Existen algoritmos mas rapidos siempre?

@ Algoritmo del Elipsoide.
@ Algoritmos de Punto Interior.
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