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Lema de Farkas: 

 

Sea �	 ∈ 	���� y �	 ∈ 	��. Entonces exactamente una de las dos proposiciones es cierta: 

1. Existe 		 ∈ 	
��  tal que �		 � 	�. 

2. Existe 	 ∈ 	
� tal que ��	 � 	0 y ��	 � 	0 

 

Problema 1   

 

¿Cuál es la interpretación geométrica del Lema de Farkas? 

 

Respuesta: 

 

Si �� son las columnas de A. Luego �	 � � ⇒	∑��	� � � con 	� � 0			∀� � �1,… , ��. Por lo tanto, 

b es una combinación lineal positiva de los ��. 
 

Si esto no se cumple existe un vector  con un hiperplano asociado ��	|�� � 0� tal que b se 

encuentra en el lado del hiperplano donde no están las combinaciones lineales positivas de ��. Por 

lo tanto, tenemos �� � 0 e ��� � 0	∀�. 
 

 
 

 



Problema 2 

 

Sea �	 ∈ 	���� y �	 ∈ 	��. Muestre que las siguientes expresiones son equivalentes: 

 

1. 	∃	 ≥ 0	tal	que	�		 = 	� ⟺ ∀y	yA ≥ 0				yb ≥ 0 

2. ∃	 ∈ ℝ� tal que �	 ≤ �	 ⟺ yb ≥ 0	∀y:				yA = 0, y ≥ 0 

3. ∃	 ≥ 0 tal que �	 ≤ � ⟺ yb ≥ 0	∀y ∶ y ≥ 0, yA ≥ 0 

 

Solución: 

 - ⇒ .  

 

Supongamos que existe 	 tal que �	 ≤ �. Sea 	�, 	/ ≥ 0 tales que 	 = 	� −		/. Con esto se 

obtiene que �̅	̅ = �	con   �̅ = [�| − �] y con 4�5(�̅) 	= 	5	2�, y con 	̅ ∈ ℝ9�,		̅ = :�;
�<=. 

 

 

Aplicando (3) se obtiene que � ≥ 0 ∀:  ≥ 0, ��̅ ≥ 0. Esto último es equivalente a: 

 �̅ ≥ 0	 ⇔ 				� ≥ 0 ⋏ 	(−�			) ≥ 0			 ⇔ 			� = 0∎. 

 . ⇒ A  

 

Supongamos que existe 	 ≥ 0 tal que �	 = �. Luego eso es equivalente a: 

 	 ≥ 0			�	 ≤ �		�	 ≥ � 	
B �−�−CD	 ≤ B �−�0 D , 	 ∈ ℝ� 

 

Luego aplicamos (2) a ese caso y se obtiene que: 

 E�	�E = 0	, ′ ≥ 0,			E��E ≥ 0 

Con �E = G H/H/IJ, �E = G K/KL J y E = MNONPNQ
R. Con esto podemos decir que: 

 E�	�E = 0	, ′ ≥ 0,			E��E ≥ 0 (S − 9)�� = T� 						(S − 9)�� ≥ 0							S, 9, T ≥ 0 

 

Luego nos podemos definir  = S − 9. Notar que y puede ser positivo o negativo. Con esto se 

tiene que �� ≥ 0, �� = T� ≥ 0, con lo que se concluye. 

 A ⇒ -  

 

 

Supongamos que existe 	 ≥ 0 tal que �	 ≤ 	�. Definimos U = � − �	 ≥ 0. Luego se obtiene que: VW + Y = Z									W, Y ≥ [ 



2V|\3 :WY= � Z					W, Y � [ 

Aplicamos 1. 

	y]b � 0		∀y:		y]Â � 0		 ⇔ 			 y]b � 0		∀y:		y]A � 0			y � 0	∎		 
 

Problema 3 

 

Considere el problema de ruteo con capacidades y ventanas de tiempo,donde  V  es un conjunto 

de clientes con demandas  4_ ∀` ∈ 	a  y tiempos de atención  b_� , b_c	∀` ∈ a  (cada cliente debe 

ser visitado durante ese intervalo detiempo). Suponga que se conocen los costos  d�e  y tiempos de 

viajes  b�e ,∀�, f ∈ ag���, donde  b  representa a la bodega. Suponga además que se considera usar 

una flota homogénea de vehículos con capacidad hi, y con costo unitario por vehículo di.  

 

1.  Formule el problema de minimizar costos totales como un problema lineal entero.  

 

2.  ¿Cómo cambia el modelo si ahora consideramos dos tipos de vehículos, con tiempos de viajes 

iguales, pero costo por viajes distintos d�ej : k ∈ �1,2�; �, f ∈ a	g	��� y costos fijos dij , k ∈ �1,2�?  

 

Solución: 

 

1. 

 
2. 



 


