Varianza
* V.a. continuas: integrar

o2 = fﬂ (x — w?f(x)dx

* Propiedades:
02 =E(X?)-E(X)?

V(aX+b)=a2c? (X)




* Ej: "La longitud de las varillas fabricadas por una
maquina es una variable aleatoria X distribuida segun f.
Si nos quedamos solamente con las varillas que miden mas
de 2cm, écomo se distribuye la longitud de las varillas que
quedan?“

» La nueva distribucion excluye la probabilidad de la
condicion, por lo que la nueva distribucion no suma/integra
1. Es necesario corregir la distribucion dividiendo por la
probabilidad de la condicion y excluyendo los valores
descartados.



Distribuciones Truncadas(2)

e Condicién: X>2 PX >2)= f f(x)dx = f de =7
2 2

{l 2<x<5
» Se excluyen los valores descartados: 14
0 Votrox




Distribuciones Truncadas(3)

* Ej (cont): Se corrige la distribucion dividiendo por la
probabilidad del suceso:

1/4 1
f — J— 2<x<>5_)_ 2<x<5
x|x>2 a —33

0 Votrox |0 Votrox

» Verificamos que es efectivamente una distribucion:

5

L frepes2(x)dx =L 38x=1




Distribuciones Truncadas(4)

£y (30) £y ()

0.5 0.5

0.4 0.4

0.3 0.2

0.z 0.2

01 0.1
: " : x
1 z 3 a 5 & 1 z o 4 5 &

fx(x) fmz(x)




» Ej 2(v.a. discretas): Se tienen piezas de tipo 1, 2, 3y 4,
ubicadas, mezcladas, en una caja. El experimento consiste
en tomar una pieza al azar de la caja. Hay un 20% de piezas
tipo 1, 40% de tipo 2, 3% de tipo 3, y 10% de tipo 4. Luego
alguien se toma el trabajo de quitar todas las piezas tipo 3
de la caja. ¢Como se distribuye X ahora?

2/10  x=1
 Se tiene la siguiente distribucion: 4/10  x=2
P.(x)=43/10 x =3
1/10 x=4
0 V otro x




Distribuciones Truncadas(s)

: ey 7
e Ej 2: condicion X # 3 P(X # 3) = =
e Funcion con dominio restringido 2/10  x=1
P (x) 4/10 x=2
X)) = A
8 1/10  x=4
0 V otro x

-

2/7 x =1
., . L . ) 4/7 =2
* Correccion de la distribucion: P, (x) =+ o
A 1/7  x=4
0 VYotrox




Distribuciones Truncadas(6)

e Graficamente:

Fy (=) Py ixesl=)
0.6 0.6
'
0.5 0.5 :
0.4 0.4 :
0.2 0.2 :
0.2 . 0.z
: : '
0.1 : 0.1 : :
. = : ®
1 z 2 a 1 2 2 a
Px(X) Px.rx#_g(X)




Distribucion conjunta

» Se deben cumplir los mismos supuestos que para variables
unidimensionales:

p(xinj) = 0

iip(xv y;) =1 L o f(x,y)dxdy =1

i=1 j=1

» La interpretacion de la funcién de densidad conjunta es una
funcion bidimensional.




» Ej: X: el namero que sale al tirar un dado.

Y: la cantidad de caras que salen al tirar una moneda.

Distribucion conjunta(2)

Y
Pw 0 1
1 ll'IIIE ll'III!
:{ -1 ll'IIIE ll'III!
3 1||III2 ln'flﬂ
4 1||III2 ln'lllﬂ
5 ll'IIIE 1|'III!
ﬁ ll'IIIE ll'III!
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» Cada componente de una variable aleatoria bidimensional
es una variable aleatoria unidimensional en si misma.

» Nos puede interesar conocer la distribuciéon de una
componente por separado, sin tener en cuenta a la otra
componente.

* Eso se denomina "marginar", y la distribucion de la variable
unidimensional por separado se llama "distribucion
marginal”.



Distribucion Marginal(2)

» (v.a. discretas) Sea la variable aleatoria bidimensional XY
distribuida segtin Pyy(x,y), la distribucién marginal de X es:

Py (x;) = Z P(xinj)
j=1

» Analogamente, la distribucién marginal de Y es:

) =Y Py




Distribucion Marginal(3)

» (v.a. continuas) Sea la variable aleatoria bidimensional XY
distribuida segun f,(x,y), la distribucion marginal de X es:

fX(x) = f(x.' y)dy

ﬂf

» Analogamente, la distribucién marginal de Y es:

Fo(y) = fﬂ Fx,y)dx
e




Distribucion Marginal(4)

--------------------------------------------------------------------------------- ) .
i S1 la distribucion conjunta es:
e Ej1: Y
P 20 | 30
1 | 0.1 0.3
X £ =
2 0.4 0.2

Vamos a hallar la distribucion de X,

Primero enumeramos los valores posibles de X: 1: 2.
Y ahora para cada valor posible de X. aplicamos la formula.

P, ()= 2Py (1Y) =Py (120)+Pyy (L30)=01+03=04

P.(2)= ZP}&, (2.y) =P, (2.20)+P_. (2.30)=0.4+02=0.6
F—W

Entonces obtuvimos:

04 x=1
P (x)=706 x=2
0 Vofox




Distribucion Marginal(5)

Ahora hallemos la distribucion de Y:
Primero enumeramos los valores posibles de Y: 20; 30.
Y ahora para cada valor posible de X. aplicamos la férmula.

P_(20)= > P (x.20)=P,, (120)+P, (2.20)=01+0.4=0.5

]

P.(30)= ZP}H (x.30) =P, (130)+P,_ (2.30)=03+0.2=0.5

Entonces obtuvimos: Ty
ey g 20 [ 30
R 1010304
0 Yooy 5 04 [ 0206

0,505




Distribucion Marginal(5)

e Ej2

114

0<x<4.1<y<3
fop (5. 3) = * g

‘o ool

Y otro Xy




Distribucion Marginal(6)

 Ej 2: Distribucién marginal de X: se aplica la férmula al
unico intervalo relevante (0 < x < 4):

R S
Ifﬂ (x.5) —]1' L=l
- :{H4 0<x<4
Tz () 0 Vomox




Distribucion Marginal(7)

 Ej 2: Distribucién marginal de Y: se aplica la fé6rmula al
tnico intervalo relevante (1 <y < 3):

|

Tfﬂ(x:.y) dx=j% dx ==

—= 0

1/2 1<y<3

ff(y)={ 0 Vﬂﬁ*ﬂy




Distribucion Marginal(8)

117

* Ej 3: 2.5

YTV 0<x<2. 0<y<x
S (X.3)=17"3 o
0 Votro x. y




Distribucion Marginal(9)

 Ej 3: Distribucién marginal de X: se aplica la fé6rmula al
unico intervalo relevante (0 <x< 2):

x+ 3x? 3x°

Ifﬂ(x:}?)d}?=1‘ 4}1 C{}:':T fx(x)ze'? 0<x<?2

Y ofro x

 Distribucion marginal de Y: se aplica la formula al Ginico
intervalo relevante (0 <y < 2):

4+4y-3y?

T x+y 4+4y—3y° N 0<y<2
X,y dx=j’ dx = =173
_mf.xy( ) 1 2 Y | . Yotro s

l}.l




Covarianza

 Introducimos el concepto de probabilidad conjunta, cuando
dos v.a. pueden tomar simultineamente ciertos valores
concretos (caso discreto):

P(x;,y) = [P(X = x;) N P(Y = y,)]
» La covarianza refleja la relacion lineal de 2 v.a. X e Y-

¢ (X,Y) =E(XY)-E(X) E(Y)




Covarianza(2)

Donde: nm
E(XY) = Z Z x;y;P(x;,y;) caso v.a.discretas

i=1j=1

E(XY) = f f xy f(x,y)dxdy caso v.a. continuas
Q Jqf

e Correlaciéon de Pearson:

o(X,Y)
o(X)o(Y)

p(X,Y) =




» Supongamos que tenemos las v.a. peso y altura.

 Intuitivamente, si conocemos el valor que tomo una de las
v.a. al hacer el experimento, eso nos modificara la
distribucion de probabilidad de la otra variable aleatoria.

» Conociendo funcién de densidad conjunta de las dos
variables aleatorias, podemos obtener la distribucion
marginal del peso. Pero si conociéramos que la variable
altura tomo el valor 1.90m, ¢la distribucion marginal del
peso que teniamos sigue siendo valida?



Distribuciones Condicionales(2).

» No, Seguramente, la masa de probabilidad del peso tendera
a distribuirse mas hacia los valores mas altos:

£y (%) £y (=)
20 40 6O 80 100 (k) | 20 40 60 &0 100 (ko)
Distribucion marginal de la variable peso. es  [Distribucion de la variable peso. sabiendo
decir, sin saber nada de la altura. que la variable altura tomo el valor 1.90




Distribuciones Condicionales(3).

e Se define entonces la funcidon de densidad condicional:

e Caso 2v.a.discretas XeY:

P (= P ()
E )

e Caso 2v.a.continuas XeY:

_ S ()

S (X.3) 0




Independencia de v.a.

e Intuitivamente, X e Y son independientes si fy v(X,y) es
idéntica para todos los posibles valores de y.

» Por ejemplo, que la distribucion del peso es idéntica para
los distintos valores de altura (claramente no se cumple).

e Sify,y(x,y) no depende de y, entonces es en realidad tx(x), es
decir, la distribuciéon marginal de X.




Independencia de v.a.(2)

Para X, Y variables aleatorias continuas: | Para X, Y variables aleatorias discretas:
X e Y son estadisticamente independientes | X e Y son estadisticamente independientes
<= <=

o (X.y) = £(x) Pay(X.y) = Px(X)
<=> <=
firm(x.y) = fx(vy) Pyx(x.v) = Px(y)
<= ==
br(x.y) = (%) . £(¥) Par(X.y) = P(X) . P(y)
e Ej1. .
E.5
¢ 3
_(x— 0<x<2.0<y<x
1.5 fror (X.9)= 4( ¥) : ¥
2 0 Votro x.y
0. 2(x-7)




Independencia de v.a.(3)

Marginamos:

fr(xy)= ]ifﬂ(:‘:r}’}@ =]§(I_}’)@=§IE

lo cual vale para 0 << x << 2.
{3 < 3
fy(x.y)= ]fﬂ(x..y)df=jz(x-y)¢f=§(zy' —ytl)
o0 g
lo cual vale para 0 <y < 2. Tenemos entonces:

3
™ 0<x<2

fr(¥)=18

E[%J}E —y-l—l) 0<y<2
0 Votrox

2
0 Votro v

)=




Independencia de v.a.(4)

Multiplicandolas se obtiene que el valor es:
3 5,31 4 _9 41 4

_x  __y —yTl|mF_x7|_y - —ytTl

8§ 2 [4 o ] 16 (4 ol

Yeldommioes0<x<2M0)<y<2.
Se ve claramente que n1 los valores n1 el dominio coinciden con los de la funcion
conjunta original. Luego, X e Y no son independientes.

Ej 2:
Tenemos las variables aleatorias discretas X e Y, cuya distribucion conjunta es:
Y
Py 1 2 3

X

1 0.08 0.12 0.2
2 0.12 0.18 0.3




Independencia de v.a.(5)

Hallamos las distribuciones marginales:

Y
x [Pw| 1 2 3 Px
1| 008 | o012 0.2 0.4

2 | 012 | 0.8 0.3 0.6

Py 0.2 0.3 0.5

S1 multiplicamos las distribuciones marginales obtenemos:

Y
X Px Py 1 2 3
1 0.08 0.12 0.2
2 0.12 0.18 0.3

Vemos que Px Py =Psxr V x. y. Por lo tanto X e Y son independientes.




