P1.

PauTA CONTROL 3: ELECTRODINAMICA

PROFESOR: RODRIGO ARIAS
AUXILIAR: FELIPE SUBIABRE
13 DE JUNIO DE 2011

a) En el sistema S’ la carga ¢ (es igual por invarianza) produce un campo electrostatico:

Ax?) = (0,14
0= (0.5%)

De las transformaciones de Lorentz sabemos que

¥ = y(x—ot),
y = v,
Z, = Z
= [ = V7Hr—ut)?+y?+ 22

Como el potencial A,(X) es un tensor, transformamos su valor al sistema S del modo usual
A, =L, A, donde L es la transformacién de S’ a S, que corresponde a un boost con velocidad
—v en el eje x:

. . Al . ivq
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A, = A =0,

A, = A =0

— AX) = 1 (B, 1),

v
donde ( := o= \/ﬁ
Queremos probar que
— qVP«(T) |

Vo (T)(Xo — X (7)) e

Notemos que el lado derecho es un tensor. En efecto, dado un sistema inercial S; y el punto de
observacién X = (&, ict), el punto Y = (¥,icty) de la trayectoria de ¢ desde el que se enviaria la
senial luminosa que llega a # en t define el tiempo retardado t,..; := ty. Si se transforma X a X’ en
un nuevo sistema inercial Ss, el punto Y’ asociado a X’ es justamente la transformacién de Y a
este sistema, debido a que ambos eventos estan unidos por la linea de mundo de un fotén, y esta
situacion es invariante entre sistemas inerciales. Tenemos entonces que como eventos Y y Y’ son
iguales, y por lo tanto lo son también los tiempos propios asociados Tyet = T, Esto prueba que
Tret €5 invariante al cambiar de sistema, y dado que V), y X, son tensores, al cambiar de sistema
se tiene:

Au(X)

V/L(T;et) = V,:(Tret):Luuvu(Tret)g

X;/L(T'r{et) = X;L(Tret):Lquu(Tret)a



es decir, las cantidades V,,(7ret) ¥ Xy — X,(7ret) son tensores. Tenemos entonces que la expresion

Vi (Tret)(Xy — Xu(Tret)) es un escalar de Lorentz (producto de Lorentz entre tensores), y sabe-
un(T)

Vo (7)(X, — X, (7))

multiplicando a un tensor y es por lo tanto un tensor.

mos que ¢ también lo es, luego la expresion |r=r,., corresponde a escalares

Con esto, y sabiendo que A, (X) también es un tensor basta probar que la expresién es cierta en
o un(T)

Vo (T)(X,, — X, (7))l
sistema y por linealidad también lo serd en cualquier otro, es decir, se tendra la igualdad en todo
sistema.

un sistema inercial, pues entonces el tensor A,(X) |r=r,., serd 0 en este

Calculemos entonces ambos lados en el sistema en que ¢ estd en reposo en el origen (se omite la
prima para no sobrecargar la notacién y dado que sélo se considera un sistema): el lado izquierdo

fue calculado en la parte a), y vale A,(X) = (6, ﬁ), mientras que el lado derecho vale (usando
T
que en este sistema 7 = t):
X,(t) = (0,ict) Vt
= Vu(t) = (0,ic) Vt
- Vu(tret)(Xy - Xu(tret)) = _62(t - tret)a
clt —tret| = |2
qVu(t) <ﬂ Zq>
— |t=tre = 07 T=1 | o
Vo () (X, = Xu ()] |z

con lo que se tiene la igualdad.

P2. Las ecuaciones de Euler—Lagrange para la accién dada por una densidad Lagrangiana L (qﬁi(if), g;bl (:E'))
J

(aqui se considera el tiempo como parte del vector posicién ¥) estan dadas por

e () =5 il

0x; \0¢ij)  0¢
O
donde se ha denotado ¢; ; := @.
8.%]'
., 1 1 : . .
En el caso en cuestién L = FF wFuw ——AuJ,, con dependencia en los potenciales A, y sus derivadas
7r
0A 0A
parciales (pues F),, = 3 L — 3 ), y el cuadrivector de corrientes J,, es dado (fuente). Calculamos
zy Ty,
entonces las derivadas correspondientes:
oL 1
= —/J
04, ¢’
oL 1 0 1 0F,; 1 1
0A, 167 (9Al,7u( aoFap) 8w aﬁ@Ayyu 877( b = Fin) Y
OF 1 |, sia=puypf=v
donde se us6 que 3 Aa’g = -1 , sia=vyfB=p y laantisimetria de F),,. Tenemos entonces
Vil 0o , en otro caso
que las ecuaciones (una para cada valor de v) de Euler-Lagrange para la densidad dada son
oF,, 4
w2,
Oz, c



P3.

0A
Reescribiéndolas en términos de A, como se pide y usando el gauge de Lorenz E—o:

L
OFw 0 (0A, 0A.\ _ %A, B %A, B 0%A, B %A, B 0%A, 0 [0Au _ 0%A,
oz, gaxu ox, Oz, - 837/% 0, x, N axi 0y, N 81‘3 Oz, \ Oz, - 837,%
A, 4 4

0 L= ), — DA, = ——J, We{l,... 4}

8;% c c
o equivalentemente

ni-_2"7
c

(donde las cantidades son cuadrivectores) conocida como la ecuacién de ondas no-homogénea con gauge
de Lorenz para los potenciales, que expresa las ecuaciones de Maxwell en forma covariante.

a) Las ecuaciones de movimiento relativistas son

dj I
@ _ G (E+YxB
dt q< +cx >
dT o,

e

dt =y

donde p' = m(v)¥,T = m(v)c? son correspondientemente el momentum y la energfa cinética
mo

relativistas, y m(v) = moy(v) = —
Vi- B

. Como F = 0, de la segunda ecuacién T es constante

y entonces m(v) es constante m = —» por lo que la primera ecuacion se reescribe como
c

dv q

= 7x B.
dt me

= ~ q = . . ..
Llamando & = wZ = — B se obtienen las ecuaciones de movimiento

mc
Vg = Wy,
Uy = —Wug,
v, = 0,

cuyas soluciones son de la forma (usando que el movimiento inicialmente era en el plano z — y y
llamando vy a la rapidez inicial)

U(t) = wo(cos(wt+ ¢)T — sin(wt + ¢)7).
— I(t) = O+ L(sin(wt+ d)d + cos(wt + ¢)j),
w
. . . . Yo _ MuoC .
es decir, desarrolla un movimiento circular con radio R = — = I Finalmente notamos que la
w q

rapidez es constante v = vg, y debido a que m(v) es constante el producto m(v)v = mvy también

c
lo es y corresponde al momentum p, por lo que el radio R = % depende de éste y no de la masa.
q

b) Si el campo eléctrico es E = Eg, la primera ecuacién de movimiento se escribe

o
a :q(E—”iB)g+q“—yB§;.
dt c c

Luego si £ = BB, donde v es la velocidad inicial en el eje x, la funcién v(t) = vz resuelve la

c
ecuacién de movimiento (ambos lados se anulan) y satisface la condicién inicial (por construccién),



entonces por existencia y unicidad sabemos que esta sera la solucidn, i.e. este valor del campo
eléctrico cancela el efecto magnético pues da origen a un movimiento no acelerado.

Para que esto ocurra, en el sistema propio de la particula la fuerza debe ser nula. En efecto,
usando las férmulas de transformaciones de los campos se obtiene (denotando el sistema propio
con prima):

= B =0

B = Bj=0

Bo= A (B+%xB) =27 _g
.oq dti

ol ol

B = y(g_

X

=
N——
'_

donde el tltimo resultado puede ser no nulo, pero corresponde a un campo puramente magnético
en el sistema propio, por lo que no ejerce fuerza (en este sistema la velocidad es nula).

¢) Una forma posible consiste en el siguiente procedimiento:

= Considerar una zona de dimensiones suficientemente grandes donde existe un campo magnético
uniforme B como en a). Lanzar el haz de electrones a través de ella en forma perpendicular al
c
campo magnético y medir el radio de la érbita circular que describe. Del resultado R = %
q

y conociendo la intensidad del campo y la rapidez de la luz se obtiene el cuociente P
q

= Generar adicionalmente un campo eléctrico uniforme y perpendicular al campo magnético
y a la direccién de lanzamiento del haz, ajustando su intensidad £ de modo que la nueva

v
trayectoria de los electrones sea recta. Por la parte b) se tiene la relacion F = — B, de donde
c

se despeja la rapidez v de los electrones, y por consiguiente también se obtiene ~.
moyv

= Con lo anterior se conoce los valores de b_ y v, por lo que calculando el cuociente

m
entre ellos se obtiene la razén —> entre la masa y la carga del electrén.
q

P4. Recordemos la férmula para los campos eléctrico y magnético producidos por una carga g moviéndose
a rapidez constante :

P - (1-5%)q 7
(1 —3%sin?6)3/2 12’
B = YxE
Cc

v
donde 8 = —, 6 es el angulo formado entre la direccién de movimiento de la carga y la recta que une la

posicion de la carga y el punto de observacién, y 7 el vector entre la carga y el punto de observacion.
En el caso particular en que la recta que una la carga con el punto de observacién es perpendicular a
la direccién de movimiento de la carga (f = %) se obtiene

B o=



a) En el Sistema A la carga —g se mueve a velocidad v en el eje x, y en el momento en que ambas

cargas se cruzan +q se encuentra a distancia d de ella y en su punto de observacion 6 = g, T =7,
por lo tanto
o 9 .
Ba = —g¥
5 voa q. _ vq,
By = —-xEj=-IX-—"~v=9=—
A c A ’7d2 27
; 2 2.2 2 2
= 5, VT AL AP 1+6° ¢
= Iy = E —— XBp|=——=9— = . .
4 q< At A) ' e T iog 2
. . , 2v . . .
b) En el Sistema B la carga —¢ se mueve a velocidad v’ = —z enel gjex (debido a la adicién

2
relativista de velocidades) y la carga +¢ estd en reposo. Nuevamente al cruzarse la distancia entre

. . . .. ™ ~ s
las cargas es d (las distancias perpendiculares al movimiento no se contraen), § = 5 T =71 Si

llamamos 3’ = 1_21_662 y = 7 ! = = L T 14_ gi entonces
— 1w
Frn — v'q .
B = _ﬁZﬁ
B x By = Lo x -y Ly = LV,
= — = —7 —~ = = —
B c B c ’dey cd2 *
/2 2 2
= o 7 1+5° ¢ .
— Fg = gp=-2L 45 __TF &,
B qLB d2 Yy 1_/32 d2y

c) En el Sistema C el campo generado por —g es electrostdtico y por lo tanto dado por la Ley de
Coulomb. Nuevamente la distancia entre las cargas al cruzarse es d y 7 = ¢, por lo tanto

— q .
EC = _ﬁy7
Bc = 0,
. . , 2v .
Notar que en el Sistema C la carga +¢q se mueve con velocidad —v' = ——F en el eje x, pero

2
esto no fue relevante para los calculos por ser el campo magnético nulo. ‘
Otra forma de resolver el problema es calcular los campos en el Sistema C (o en cualquier otro,
pero en este es mas simple por su naturaleza estatica) y luego usar las férmulas de transformacion.
En ello se debe tener presente que estas férmulas dan los campos en puntos transformados, pero
la simultaneidad se puede ver afectada, dando como resultado que en el nuevo sistema el punto
en que se calcula el resultado no corresponda al cruce entre las particulas (misma posicién en el
eje = en el mismo instante).
En este caso este inconveniente no ocurre debido a que los movimientos son paralelos (revisar las
transformaciones de Lorentz). A pesar de que en la solucién dada se consideraron los cruces en
cada sistema por separado, lo anterior justifica que ambas formas son equivalentes respecto a las
cantidades siendo calculadas.



