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PREFACIO A LA SEGUNDA EDICION

El éxito de esta “Coleccion de Problemas” es evidente del hecho que su pri-
mera edicién se agoté rapidamente, hace ya varios afos, y que desde entonces se
ha convertido en un fexto que circula activamente en la universidad en cada
comienzo de los periodos lectivos; esto habla con elocuencia de la excelencia del
trabajo realizado por el autor.

Los problemas resueltos en este libro fueron seleccionados de entre aquellos
propuestos, ya sea como tareas, ejercicios, controles o exdmenes, a los alumnos de
la Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas de la Universidad de Chile en aque-
llos afios (esto es, en los afos inmediatamente anteriores a 1971, fecha en que se
realizé este trabajo). Es una reflexion interesante el notar que el nivel de estos pro-
blemas es superior al nivel medio que hoy se exige en nuestras universidades, y que,
sin embargo, el grado de dificultad que nuesiros actuales alumnos encuentran en el
tema parece ser mayor que el que encontraron sus predecesores, a juzgar por los
rendimientos académicos respectivos.

Los alumnos deberian usar este texto para aprender a trabajar, y no sélo
como un medio para asegurar una nota aprobatoria en los controles (lo que desgra-
ciadamente parece ser la regla general). Para ello, como dicho ya por el autor en el
prefacio de la primera edicidén, deberian trabajar ellos mismos cada problema, sin
recurrir a} libro sino cuando realmente se encuentren sin saber cémo continuar, y no
limitarse a mirar superficialmente los desarrolios hechos, con la esperanza de memo-
rizar (jen el mejor de los casos!i los pasos esenciales, Sélo de esa manera, con ese
método, estardn aprovechando realmente, en cuanto a universitarios, el generoso
esfuerzo realizado por Miguel A. Furman, en ese entonces (1971} destacado estudiante
en nuestra Facultad, y hoy flamante Doctor de la Universidad de California y activo
investigador en Fisica Tedrica.

Igor Saavedra
Facultad de Ciencias Fisicas y
Matematicas,
Universidad de Chile

Santiago, marzo de 1978.



PREFACIO

Esta colecciédn de problemas resueltos de electromagnetismo estd
destinada a complementar los cursos relacionados con esta materia, que se dic-
tan principalmente en las carreras de ingenieria y Técnicas, en las varias
Universidades de nuestro pafs..

La fdea surgié atendiendo a las necesidades de los alumnos que
cursan el ramo de Electromagnetismo en la Facultad de Ciencias Fisicas y Ma-
teméticas de la Universidad de Chile, cuna de esta obra: una coleccién de
problemas resueltos llenarfa un vacio en ia estructura docente del curso, y
serfa de gran utilidad para los alumnos. Este ha sido el espiritu en que se
ha realizado esta coleccién,

Los problemas han sido seleccionados tratando de ser los mds re-
presentativos de las materias qQue se pasan en un curso de electromagnetismo de
este nivel; ademé#s, se ha procurado alcanzar un equilibrio adecuado entre los
distintos tipos de problemas, como son los de interés fisico, los que simple -
mente ilustran algin concepto abstracto o férmula, los que requieren saber cal-
cular, y los de aplicacién préctica, Cuando ha sido conveniente e llustrativo,
los problemas se han resueito por varlos métodos.

Los problemas se han resuelto en la forma mds explfcita posible,
sin omitir detalles (salvo los triviales) en los cdlculos; el alumno tiene
asi ejemplos completos de resolucién de problemas, Sin embargo, la dnica for-
ma en que el alumno puede adquirir una comprensién cabal de ellos y entrena -
miento en su resolucién, es haciendo por si mismo todos los cédlculos necesa -
rios, y confrontdndolos luego con los que aqui aparecen.’

Deliberadamente no se ha querido dar, al final, una lista de pro-
blemas propuestos, sin resolver: wuna tal lista serfa necesariamente incomple-
ta, Se deja asl a criterio del profesor del ramo el tipo de problemas que es-
time que sus alumnos deban realizar como tareas semanales; debe quedar muy
en claro que esta Coleccién no pretende ser una '‘Biblia' para los alumnos del
curso, sino sélo una ayuda para aquéllos realmente interesados en aprender vy
adquirir destreza en la resolucién de problemas,

Se utiliza en todos los problemas'el sistema de unidades MKS ra-
cionalizado, simplemente porque es éste el que se usa mds frecuentemente en
las aplicaciones tecnolégicas del electromagnetismo. En algunas ocasiones se
utiliza una misma letra para designar cantidades fisicas distintas, pero se ha
tenido el cuidado de que no pueda haber confusién posible; las letras y simbo-
los usados son los habituales en los libros de electromagnetismo; la carga del
electrén se designa por -e, e » 0, en todos los problemas en que aparece.

La clasificacién de los problemas por materias es como sigue:
Electrostdtica, problema | al 18; esto incluye problemas relativos a fuerza
y trabajo en el campo electrostdtico, cdlculo del campo eléctrico producido
por distintas distribuciones de carga, teorema de Gauss y aplicaciones, cdl-
culo de la funcién potencial, condensadores y cdiculo de capacidades, teore-
ma de reciprocidad de Green, medios dieléctricos, cargas de polarizacién y
vector polarizacidn, energia almacenada en el campo electrostdtico, teorema
de unicidad de la solucién de la ecuacién de Poisson, y método de las imdge-
nes, Efecto Joule y cdlculo de resistencias, problemas 19 y 20, Circuitos
de corriente continua, problemas 21 al 25; esto incluye varios métodos de
resolucidn de circuitos, principio de superposicién, y cdlculo de potencias.
Magnetostdtjca, problemas 26 al 42; esto incluye cdlculo del campo magnéti-
co producido por distintas distribuciones de corriente, potencial vector y
aplicaciones, movimiento de particulas cargadas en campo eléctricos y magné-
ticos, fuerzas y torque sobre momentos magnéticos y espiras, energia almace-




nada en el campo magnético, magnetizacidn y electroimanes, precesién de Larmor,
férmula de Neumann y cdlculo de inductancias mutuas y propias, y constante de
acoplamiento, 1Induccidn electromagnética y fendmenostransientes, problemas 43
al 45, Corriente alterna, problema 46 al 49; esto incluye varios métodos de
resolucién de circuitos, cdlculo de potencias, y diagramas fasoriales. Ondas
electromagnéticas, problemas 50 al 54; esto incluye ondas en el vacio, en die-
léctricos, en plasma y en conductores, reflexidn y refraccién, coeficiente de
transmisidn y reflexidn, y principios de gufas de ondas.

Finalmente, es un placer agradecer aqui al Profesor |. Saavedra,
quien me propuso la realizacién de esta coleccidn, por las muchas discusiones,
sugerencjas y correcciones que me hizo en los distintos problemas; y a la Srta,
Sylvia Lépez, por haber mecanografiado el manuscrito, y por su paciencia'y bue-
na disposicién para hacer, posteriormente todos los cambios que fueron necesa ~

rios.

Miguel Furman

Santlago, Diciembre de 1971.
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PROBLEMA 1,-

En un campo electrostdtico, se lleva una carga q,desde un punto

A en que el potencial es V| hasta un punto B de potencial V2 3 VI'

a) Calcule el trabajo realizado para efectuar esta operacién y, segin el
signo de q, discuta si es el agente externo o el campo quien realizé el tra-
bajo.

b) Un electrdén se suelta desde A y luego se observa (sin modificar su mo -
vimlento) cuando pasa por un punto C a potencial V, Calcule la energfa ci -
nética que lleva en C,

Resolucién

a) Por ser el campo electrostdtico, existe una funcién potencial V = V(¥)
tal que

g = - Jv.

Sea Ji un elemento diferencial vectorlal de la trayectoria se~
gin la cual se lleva la carga q desde A hasta B!

mj

Se cumple lo siguiente:
a > =
E + d€ =- g9V dd = - dv;
GE *+ dl = - qdv:
pero qf es la fuerza que el campo ejerce sobre la carga q:

- e
F = db = - qdv.
- - N
Por definicidn, F - dQ es un elemento de trabajo que el campo realiza en el
traslado de la carga; Ilamémoslo dW_:

-> -
dwc = F . de

Como el campo es conservativo, el trabajo realizado por el campo
es igual y de signo contrario al que realiza el agente externo, pues por hipé-
tesis la energia cinética de la carga es cero en Ay B; sea dW, el elemento

-

de trabajo realizado por el agente externo en el traslado de q:

dw, = - dw Fedl = qdv
A c ™ - =9

y el trabajo total realizado por el agente externo serd:

] ] .
Wy (A — 8) = SA iy e [y - V)

Como V, » Vy, el signo de Wy serd el de q; si q es positivo (negativo) serd
e] agente externo (campo) quien realice el trabajo en el traslado de q. (Se
supone que '‘realizar trabajo'' significa '‘realizar trabajo positivo').
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b) Como no hay agente externo, el trabajo realizado por el campo se trans-
forma integramente en energia cinética; sea -¢ la carga del electrdn, y sea
v su velocidad al pasar por el punto C; entonces:

WA —>€) = - W (A —20C) = +e(v-v)

2

WC(A — C) m v

N f—

luego
% mvZ =+ e(V - V')

(La expresién +e(V - VI) debe ser positiva para que el movimiento sea real;

esto es sblo posible si V > V], puesto que e es positivo, Esto quiere de-

cir que el electrén se mueve hacia lag regignes de mayor potencial, lo cual es-
t4 de acuerdo con la ley de fuerzas, F = -ek, pues e >0y E apunta siem ~
pre hacia las regiones de menor potencial).

PROBLEMA 2,-

Calcular el campo eléctrico producido por las siguientes confi-~
guraciones y en las regiones que se indican:

a) Casquete semiesférico de radio R cargado con densidad de carga super-
ficlal constante o; en el centro de la esfera,

b) Anillo de radio r, cargado uniformemente con densidad de carga lineal;
sobre su eje.

c) Disco de radio R, cargado con densidad de carga superficial ¢ constan-
te; sobre su eje,

d) Cilindro macizo de radio R y altura h, cargado uniformemente con den-
sldad de carga en volumen §; sobre su eje.

Resolucién.

a) Coloquemos el casquete con su centro en el origen O de un sistema de
coordenadasg

2
Ahz
A
k

AT
0 : .

e = .
XY
A\ d

Fig. 2
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Sea P un punto cualquiera del casquete; sea A un punto cualquiera sobre el
. PRy e -
eje 0z; en estas condiciones, O es el dngulo entre OP y k, y Pes el
4dngulo entre la proyeccidn de O® sobre el plano x0Oy vy el eje Ox; calcu-
lemos el potencial sobre el eje 0z, y luego el campo a partir de él.
L]

= dqiP) ] ds (P
av = — = . Zds
(2) = 7z IPiél Ife, “—p*‘l| |
dV() ] . _.V_Rz_s'.@ 6de d.g
¥4 = A
bwe, zZ + RZ - 2zR cos ©
El casquete estd descrito, en coordenadas esféricas, por:
r=R
Feogm
0¢ g 2m
2 X ™
v - § ) e
°=0 e:E
2 2T T
v - TR sen 8 d 8 d¥
(2) Lavs r
o §=0 8=% VzZ + RZ _2;Rcos@
2 114
2T/ R sen 8 d @
V(z) = = \[‘!"""%2’? Y
lnrso 12,_ z¢ + R¢ - 22Rcos

T

7

V(z)

v(z) 20;22 [ z +R - \/zz + R2 ]
E

E1 campo eléctrico

por simetrfa, € sobre el eje 0z es colineal con 1?, luego:
B(z) = - R .g_v
: z
2 ]~ R
3 < TR . RO+ 2
E@2) = 3 &, 22

E) campo eléctrico pedido es E(z = 0); sin embargo, si hacemos
z = 0 directamente en la férmula de E(z), resulta que no estd bien definido;
sin embargo notamos que cuando 2z tiende a cero, tanto el numerador como el
denomlnador tienden a cero; luego es posible aplicar la regla de }'Hopita)l

'Y

R
d {{- ~5———>»
E(0) = 1im E(z)-nm R E( 1E2+z2)

2+0 20 2 &g %; (22)
-3/2
. o2t . (R) (1/2) ®R2+22)"2 (2 4)
E(0) = 1im 5
-0 o 2z

o) - £

(o]



L

=3
Este resultado se puede encontrar directamente calculando dE en
el origen e integrando:

(ver flgura anterior).
-
Por simetrfa, E(0) es colineal con Q, es decir:

£(0) = E,(0) R

a 2
dE(0) = ’-m}& , ZR 5§"39 ded 9 [-R(sen 8 cos P? + sen @sen @] + cos © 12)]
(o] R

, o~
Pero como sélo nos interesa la componente segin k,

w 217
Bo) - - 2K
"“50 I ‘ sen @ cos 9 d 8 d@
o= T 90
- O’?
E(0) = 3 ) .

El resultado no depende del radio R del casquete; esto e§ aparen-
temente extrafio, pero puede entenderse si razonamos asf: obviamente, E(0) debe
depender de la densidad de carga 0, pues sl el casquete no estuvlera cargado,
no existirfa campo; también es obvio que dependa del medio que rodea la densi-
dad de carga, es decir, de &_, pues si_el medio no fuera el vacfo, el campo se-
rfa dlstinto; ademds, por s?metrfa, E(0) debe ser cglineal con R. La dnica
forma de combinar estos ingredientes para construir E(0) de tal modo que &ste
tenga dimensiones de campo eléctrico, esy

E() = k - = &,
&o

en que K es una constante sin dimensiones.

Ahora blen; supongamos que R aparezca en el resultado formando
parte de K como una potencia cuaiquiera de R: la Gnica forma de mantener a K
sin dimensiones, es que esta potencia de R sea cancelada por otra potencia
(de igual exponente) de alguna longitud., Pero la Unica longitud caracterfsti-
ca de nuestro problema es preclsamente R; luego, de aparecer R en el resultado
debiera ser calculado conslgo mismo, es decir, no puede figurar en €1,

b) Calculemos primero el potencial producido sobre el eje y luego encontra-
remos E a partir de é1; se deja propuesto calcular el campo eléctrico direc-

tamente,
1 . dg (P)
W) = i 9GEL - o ae
Ardgp
dv(z) = "“50 J—zm—!
Szfr -
V(z) = dv(z)
§=
V(z) = Loy e oemmmmmonmonee (1.

Por simetrfa, el campo eléctrico sobre el eje del anillo es colineal con k:
luego:



X
Fig. 3

g = - D dv
E(Z) = ‘VV = -k a—;
Bz) = -R-A . (1) 22
(z) 75, %) EPEY
E(z) = Arz R

2 5(r2 + 22) O

c) Calcularemos primero el potencial producido sobre el eje del disco, y
luego el campo eléctrico a partlr de é1, Se deja igualmente propuesto el
cdlculo directo de E, Para calcular el potencial sobre el eje, considera-
remos al disco como si estuviera compuesto por anillos de ancho Ar y de ra-
dio r variable entre cero y R:

Fig. &
Neces itamos una relacién entre X deil anillo, @ del disco, y &r;
Aq=TA4as =T (Ar) * (QL) =T r(Ar) - (L®);
por otra parte,
rAq =kAe= 1"A¢;



comparando ambas relaciones, resulta:
A=CAlr
E1 potencial producido por el anillo de radio r serd: (ver (1))

Av(z) = —%r &r
2 &o\/rz + zz
es declr, tomando el Iimite,

dV(Z) = O r dr

2&0 \'r2+zz ,

y el potencial producido por todo el disco serd:

R
V(z) = S_ &V(z)
v(z) = V ‘
V(z) = ’[\/zz +R2 . ]

. = . 3 "
Por simetrfa, el campo E sobre el eje es colineal con k; luego,

E=-yv=-%kdl

dz
A
R ol Ry ol R (2)
260 2+ R

14

(os célculos que hemos hecho son para =z 503 sin embargo, el campo E es si-
métrico con respecto al plano del disco).,

d) En este caso no calcularemos el potencial sobre el eje del cilindro por-
que las integrales son algo complicadas; sin embargo, utilizaremos el método
de superposicién aplicado directamente al campo E: supondremos que el cilin-
dro estd compuesto de disco de espesor & z', y sumaremos todos sus efectos.

Se deja propuesto el cdlculo directo de E,
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Necesitamos una relacién entre € del cilindro, g~ del discoy Az':

Da = PAE =pr(AN(A Q) (Az)

y también:
Aq

Comparando, resulta:

cAS =T r(Ar)(AQ)
0. = ?Azl

La contribucién del disco a la altura z' al campo eléctrico en el
punto z serd (ver (2)):

AE=-€A—ZQ [l-———-—z‘z' ]
\/(z-z')2 + RZ
y tomando el limite,

&E = jig!lg; [ 1 - z - z*
2o (z-2')¢ + R

El campo eléctrico producido por todo el cilindro serd;

h
E(:)-S dE (2)

2'=0
2. PR . 2, g2 |h
H2) = 2&: [ o \/ SRR ]z--O
E(z) =

A m—— =7
L[h- \/(z-h)2+R2 *VZZ*RZ]
2¢,

PROBLEMA 3.-

Se tiene un condensador esférico compuesto de dos esferas metd)i-
cas huecas concéntricas (armaduras del condensador) de radlos a y b (b » a),
y de espesor despreciable aunque finito, La armadura interna se carga con una
carga > 0. Se supone que la tierra (que se toma como origen de potenciales)
estd Infinitamente alejada,

l. La armadura externa se conecta a tierra a través de una baterfa cuya dife-
rencla de potencial entre sus bornes es V_ (ver Fig. 6),

a) Calcule la carga que se induce en las superficies interior y exterior de
cada una de las armaduras.

b) Calcule el campo eléctrico en todos los puntos del espacio.

c) Calcule la funcidn potencial en todos los puntos del espacio, y la dife-
rencia de potencial entre las armaduras,

11. Se cortocircuita la baterfa (conexidén directa a tierra) (ver Fig, 7).
d) Repita los cdlculos anteriores,
111, Se desconecta la armadura externa de tierra, y se acerca una carga q > 0

hasta una distancia ¢ > b del centro del condensador. {(Ver Fig, 8)
Decida si la accién de la carga q modifica o no:
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e) la carga total de cada una de las armaduras;

f) la densidad de carga en ellas;

g) la funcidn potencial y la diferencia de potencial entre ellas,
Fundamente sus respuestas,

Fig. 6 Fig. 7

A

Fig. 8

Resolucién,

I. E} problema tiene simetrfa esférica debido a que la tierra
estd Infinltamente alejada, de modo que las lineas de campo serdn radiales en
todo el espacio; todas las densidades de carga serdn uniformes; la funcién po-
tencial dependerd sélo de la distancia r al centro del condensador,

a) En el hueco que queda al interior de la armadura interna no hay carga |i-
bre, por hipltesis; sean Q,,Q,,Q ’Qb’ las cargas totales de las superficies
interior y exterior de las armadu;as interna y externa, respectivamente, (ver
Fig. 9).

Es obvio que se cumplird Q3 = -Qy, porque todas las lineas de
campo que salen de la superficie exterior de la armaduka taterna deben 1legar
a la superficie interior de la armadura externa,

Calculemos las cargas sistemdticamente: por hipdtesis. se cumple:

W=+
" Sean S|»52r53’5b’ 55' superficies esféricas geométricas, concén-
tricas con las armaduras. (Ver Fig. 9).

Aplicando el teorema de Gauss a S,!

@a Y Q]
E-dS=—— =0,
S &o )
2

pues el campo en el interior de un conductor es siempre cero,



Luego:

Q|=0

Y=Y
Apliquemos el teorema de Gauss a Sy:

A Q +Q +Q
$e. 8. AITB

Sy 50

por la misma razén anterior; luego:

Apliquemos el teorema de Gauss a Sst
- Q +Q, +Q, +
§ oo BTBrHTY L&
35 o o
por simetrfa esférica, E=E(r) 7 ;
luego: R 2
g dS=4mr® E(r)
S
5
y de aqul: N IR
E
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Por otra parte sabemos que la diferencia de potencial entre la ar-
madura externa y tierra es V@

b
V(b) - V (tierra) = Vo = - I £ . dF,
o0
e integrando a lo largo de una recta radial,
v jb Qdr
0% " Jo Tmer -
'-*T‘&Orz
.
0 hﬁ&ob
luego?

Qh = 4 &o b Vy

(recordemos la capacidad de una esfera aislada, C = 41C &o b, y que Q = CV),

b) Dividiremos el espacio en varias regiones,

1) rg a (regién interior y metal de la armadura interna):

;ﬁ E-dS=0=E" b4wr?
5
luego £= -6
11) a<r «b (regién comprendida entre las armaduras):
@ gt 2
S &o
3

L % I"2 E(r) - g% (pues g’ E(I‘) ?)

) 2. Lz S
luego: s or

111) r=b (metal de la armadura externa):-

-» —h
E =0,
pues el campo en el Interior de un conductor es siempre cero.
iv) r > b (regién exterior al condensador):

es obvio que existe campo eléctrico, pues hay una diferencia de po-
tenclal entre la armadura externa y tlerra (infinito);

f? Bl b

L)
° oy
L r? E(r) = ——:-QLXQ (pues E = E(r) P)
)
Juego:
Felje

7z



c) Es conveniente calcular primero la funcidn potencial en la regidn entre
las armaduras, gracias a sus condiciones de borde,

1) agrg£b:
V(r) = - SE-d?+c
e integrando a lo largo de una recta radial,
Qo dr

v(r) = - j + C

Q
- ——e .
v(r) TR +C;

la constante de integraclén C se determina por la condicién de borde:

V(b). -V

s, b

o~ Iy
Q
v(r) -lm:&o (% N %) + Y

La diferencia de potencial entre las armaduras es:

%

bmre,

V(a) - v(b) =

|-
[}

o

SN

(recordemos que la capacidad de un condensador esférico es:
Cn_l:l‘?—

a b

y que Q= CV, en que V es el valor absoluto de la diferencia de potencial
entre las armaduras).

i) rga:

el potencial de la armadura interna es:
% 1 ]
V@) = e ’(3"5)*"0

y como no hay campo en la regién interlor a esta armadura, se deduce que toda
esta regidn serd equipotencial, es decir:

v(<)‘.._Q°_- l-l + v
rg¢a '—loﬂ'é'ro a b o

i) r3b
v(r)=-j'£‘-d'r‘ + C

e integrando a lo largo de una recta radial,



b Vo dr
v(r) = - ‘ + C!
)
b V
Vir) = =2 + ¢

la constante de integracién C' se determina por la condicién de borde:

v(b) = Vo
o bien por:
V() = 0;
ambas conducen a
C'=0
b Vo
v(r) =

r

11, Al cortacircultar la baterfa, o sea, hacer V_ = 0, la arma-
dura externa estard al mismo potencial que tierra (en el Infin?to); en con -
secuencla no habrd campo fuera del condensador (sélo existe campo cuando exis-
te una diferenclia de potenclal),

Los cdiculos son idénticos a los anteriores, asl que basta intro-
ducir en ellos la condiciér V, = 0, :

d) Carga:

Q =0
Q=9
QB--QO
Q=0

Campo: ,
r¢ea: =0

adr &b : E-T'—ﬂ%o_?z’\
()

Funcién potencial:

o |—

aGr‘b:V(r)=1‘%.§— (-:: -

o -
S’

r<a: vir) I‘Qo (i'_

[=)

ro b v(r) =

Diferencia de potencial entre las armaduras:

] |
v(a) - v(b) = l;‘ll'oz (; - ;)
o




Itl, Al desconectar de tierra, sin acercar la carga q todavfa,
las cargas eléctricas no sufren modificacién con respecto a la parte Il,

e) Al acercar q, la carga total de cada armadura sigue siendo la misma por
el principio de conservacién de carga eléctrica,

Veamos qué pasa con Q;, Q, Q, Q.

QI sequird siendo cero, porque
$e.
52

porque el campo en el interior de un conductor es siempre cero; luego, por
conservacién de carga, Q, sigue igual a Q.

Q 0
& .

_03 sequird siendo igual a 'Qo' porque:

Q +Q +Q +Q
r'dg- ! 2 3 -00 }
8o &

Sy

por la misma razén anterior; luego, por conservacién de carga, también Q, se-.
guird slendo cero,

f) La densidad de carga sf se modifica, pues la carga q introduce una asime-
trfa en el espacio, y las cargas en los metales estdn libres de moverse; la
carga de la armadura externa serd atrafda por q, y la densidad superficial ten-
dré un méximo (de carga negativa) en la parte de la esfera mds cercana a q,

g) La situacién es la siguientes

Fig. 10

v

La armadura externa se pondrd a un potencial distinto de cero, si
es que segulimos tomando a la tierra como orlgen de potencial (en el Infinito):

V(b) - V(oo ) = - LE

b
V(b) ='- j g.drso0, »

pues E¢ ) y no hay una simetrfa que pudiera anular la integral; en consecuencia,



la funcién potencial entre las armaduras cambiard, subiendo en la constante
V(b); luego la diferencia de potencial entre las armaduras seguird siendo la
misma, (La capacidad del condensador esférico depende sélo de la geometrfa,
que no ha camblado; tampoco ha camblado la carga de las armadurasy luego la
diferencla de potencial es la misma).

PROBLEMA &4, -

I. Se tienen cargas q ¢ 0 en las vértices de un cuadrado de
lado a.

-l
a) Calcular E y V en el centro.

b) Se coloca un tubo perpendicular al plano del cuadrado que pasa por su
centro, Una carga Q> 0 puede moverse a lo largo de ellay demostrar que
el centro del cuadrado es un punto de equilibrlo estable para Q; i por qué
no se cumple el teorema de Earnshaw?

1. Se cambia de signo a dos cargas que estdn en vértices o-
puestos; calcular . la.energfa del sistema (cuadrupolo), si el medio en que es-
t4 tiene susceptibilidad 80, a = 1 mm, Iql = 10-9 Coulomb,

Resoluctén,
a)

FIG, 11

- A 1\ "\ T T ) _ Y R
E(0) = . - + - = 0 (hay simetrfa)

©) = Tz (az/z a?/2  a2/2 a272

q .

v =4 - :

© breey a/NZ
v(0) = _Q_E

aflee,

b) Como Q estd sobre el eje de simetria, la fuerza que actda sobre ella
apunta siempre hacia el centro del cuadrado; luego el centro 0 serd un punto
de equilibrio estable. Esto puede demostrarse también calculando §72 W en

z=0; W es la energfa potencial de Q:

q

V(z) = 4 bTes, d
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q
‘e -ﬂ'&&o\/zz .22
W(z) = Qv(z)

W(z) = Qq
.‘nsso 2% +%
v

pues q€0; luego el equilibrio es estable en el centro,

El teorema de Earnshaw dice que en un campo electrostdtico no
exlsten puntos de equilibrlo estable, si sélo actdan fuerzas eléctricas, En
nuestro caso no sélo actian fuerzas eléctricas, sino que también hay fuer -
zas externas que mantienen a la carga Q dentro del tubos si éste no existie=-

ra, Q estarfa en equilibrio inestable, pues serfa atralda por alguna de las
cargas q.

Es por esta misma razén que el nicleo atémico se mantiene como
tal: existen fuerzas nucleares mucho mayores que la fuerza de repulsién elec~
trostdtica entre los protones,

", wa%Zq, v,

R Rl i S R o £ )
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v v - g [ o] e [V

""% th Vi
vel favw -ave «ave - avo |
1 q | - 1 - I ] -
W= 7 q E??szz; [ TT? 2 + TT? 2 + Vel 2 + 777 2 ]

wn_..iz_— ] -2]
2Ma &6, 1z ’
& = | +%X = 81

q = 1079 [Coulomb]

a = 1073 {m]
-12 | Farad
6, = 8,85 - 10 [T]

Entonces: -7
i W =-2,87 10 [ Joule ]

El1 signo negativo de la energla quiere decir que, para formarlo,
el cuadrupolo ha trabajado sobre el agente externo; esto puede verse clara -
mente si se plensa que al dejar de actuar las fuerzas externas que mantienen
el cuadrupolo formado, las 4 cargas tienden a juntarse en el centro del cua -
drado,
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PROBLEMA 5. -

I. Se tiene una distribucidn rectilinea de carga de densidad X
por unidad de longitud (constante). Un punto P. estd a una distancia r
de la distribucién, y su proyeccién sobre la recta de carga estd a las dis-
tancias Jﬁ y 12 de sus extremos, (Ver Fig, 14) '

a) Calcule el campo eléctrico en P,
b) Haga una primera aproximacidén para obtener E cuando:

r <<2| + 22, r>> £, + l2 y cuando ll y I, tienden a infinito.

Il. Suponga ahora que la recta de carga es infinitamente larga,
y que coincide con el eje 0z de un sistema de referencia Oxyz. (Ver Fig.15)

c) Es el campo E perpendicular a 0z?
d) Estd B contenido en el plano que pasa por 0z y por el punto de obser-
vacién en cuestién?
e) Depende E de 2?7
f) El teorema de Gauss se demostré en clases para cargas puntuales; { por-
qué puede aplicarlo en este problema?
g) Para calcular E, Ud, aplicard el teorema de Gauss a un cilindro ade-
cuadoy dibuje el elemento vectorial de superficie dS en todas las ''caras'
de la superficie cilindrica; icontrlbuyen las bases del cilindro al flujo de
E o través de_¢17 :
h) Calcule E en un punto cualquiera del espacio.
i) Haga un gr&fico aproximado comparando este campo con el producido por una
carga puntual. :
i) Calcule la funcién potencial y fije la constante de integracién;: es el
potencial cero en el infinito? Explique.

" Justifique todas sus respuestas,

jz | 2

-"

Fig. 14 Fig. 15

Resolucién,
I. El problema tiene simetrfa cilfndrica en torno al eje Oz,
de modo que el campo eléctrico (en médulo) dependerd sélo de r, ‘l,, y 2°

a) d -E.(P) = h—ﬂ}z—— (:: R|
(o]

RP=OP-0R=rf-2%
IEFI = r2 + z2

dq(R) = A dz

agmadit
R P
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Fig. 16

La variable de Integracién més cémoda es el 4ngulo & , formado
por los vectores PR y PO; los Ifmites de integracién serdn®) y - «,

(superlor e Inferior, respectivamente). Expresemos todas las variables que
tenemos en funcién de o ¢

Z = .
- tgql

= cos o ; cosaA| o =
2, 2 , 22, + 12
' ll,‘z

= send , senqQ{ =
z2é 4+ r 1,2 \’£f2+r2

Luego:

R _r?-2z% . Pcosa - K sen«
IRe13 ;2 4 2 )3/2 2 sec2u
= E = 2
dz a0 do r secef do
luego: Ar sec?ol da . P cos - K sena

d E(P) = _
LT, " r? seclq

d E(P) = LTRe 7 [?cosd -ﬁsend]do(
o

]
o
mj
_—
R
~—

E(P)

() = ﬁ% [?(Sendz + sen o(|)+llz(coso(2-cosd.|)]
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A

E(P) = T r( 12__, + 21 ) +
wor |\ T
R
ey N i
b) i) Cuando r<<1l + L,
22+ 2243

2+rz._.£f .

L

luego:  E(P) ¥ W:c)_r [2?+’Lr(—i—; -ZIT)]

i1) Cuando r«,f| + ﬂ , 2+ l%: R [% =2r2 8§ luego:
2(p) = ?1(121 + lz)
| 2
rgt &,

pero A (1, + lz) = q, en que q es la carga total de la distribuciény luego:
a ~ ?

Ep) & —¥—

lﬂf&o r

es decir, para distancias muy grandes, el campo se comporta como si Se tratara
de una carga puntual, tal como intuitivamente uno esperarfa,

i11) Cuando jl s [2 —» 00 entonces

Tt

luego: T(P) = lf—'Yr):__r- [?(sen %T- + sen 1;.) + Kk (cos -1; - cos :.“.z )] ,
o .
Ep) = AT,
21(&0 r

Il. ¢) El campo E es perpendicular a 0z porque la distribu-
cién de carga es Infinita y homogénea, y el espacio tiene simetrfa cilfndrica
con respecto al eje 0z, en consecuencia, ias 1lneas de campo serdn rectas que
parten perpendicularmente desde el eje 0Oz y llegan al infinito.

d) El campo 3 estd contenido en el plano que pasa por P y 0z porque las 17~
neas de campo son radiales. :

‘e) El campo £ no depende de z, porque la distribucién de carga es infinita
y homogénea (no depende de z); en consecuencia hay invariancia frente a transla-
ciones paralelas a 0z.

f) Una distribucién contfnua de carga puede considerarse como una superposi-
c1én de cargas puntuales, y como en electrostdtica es vdlido el principio de
superposicidn, el teorema de Gauss serd v4lido también para distribuciones con-
tinuas de carga.

g) Las baseg del_cilindro_no cgntribuyen al flujo de E a través de é1, porque
sobre ellas, E | dS, luego E « dS = 0.



f )
]
'
)
: ‘4-‘.-4j§.
]
'
h '*o----—q—“
P | Yy
- [
|
/ Y S
- [] kY
x + -
l d§”
Fig. 17

h) Apliquemos el teorema de Gauss al cilindro dibujado:
F.43=-4 . Abh
4} E-dS T é%—
o
cilindro

como E - s es constantemente lgual a EdS sobre la superficie del cilindro,
entonces

- h/2 2w
#r-ds-gE(r)dS -j J E(r) + r dedz =
cil, cll. z--% e=0

& E-dS=Erh.2m =2h
&0
cil. )
oA
2Me  r -
(o]
, P2

Zw&or

(recuerde el resultado de la parte (1),(b),(iit).

1) En el caso de una carga puntual, el campo eléctrico depende de _li ’
r

el gréfico serd: (ver Fig, 18).
j) La funcién potencial V(r) es:
V--]E-d? + C,

e Integrando a lo largo de una recta radial,

V=-J—.3.—g£__+c
ZW&or
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Log r +C

‘ o o> o0 o> - - ® -

PN e

== -

Fig. 18

La constante de Integracién C puede fijarse arbitrariamente;
una manera de hacerlo es la siguiente: nos fijamos que V enr =1 es C,
puesto que Log 1 = 0; en consecuencla, C representa el potencial de los
puntos que estdn sobre el manto del cilindro de radio unitario, coaxial con
0z. El valor de C es totalmente arbitrario, por ejempio, cero; en este
caso, V(r) representa el potencial de un punto cualquiera con respecto a
este cilindro unitario (en realidad, debiera decirse diferencia de potencial)
tomado como origen de potenciales. El potencial en el infinito es menos in-
finito; sélo se puede decir que el potencial es cero en el Infinito para dis-
tribuciones cuya carga eléctrica total es finlta (y siempre que se escoja la
constante de integracién adecuada).

Nota: Hemos aplicado el teorema de Gauss para la segunda parte sélamente,
debido a su fuerte simetrfa en torno al ehe 0z, sin embargo, la simetrfla no
es una limitacién para la validez del teorema., El teorema de Gauss es véli-
do siempre, pero cuando no hay simetrfa, resulta bastante ipmpllcado el cél-
culo de E por este método; ademds, para poder calcular a partir de es-
te teorema, es necesario conqcer alguna propiedad del campo antes de calcu -
larlo, y es necesario que IEl sobre la superficie de integracién no depen-
da de las variables que describen esta superficie, para poder sacar 1T1 fue-
ra de la integral, '

PROBLEMA 6.-

. k )
Se tiene un potencial V = T » €n que k es una constante y r

es la distancia al foco de potencial, que supondremos en el origen de coor-
denadas,
a) Calcule §72V. i Qé pasa en r = 07

b) Defina la delta de Dirac & (r), compdrela con VZ(L) y deduzca la
relacién entre ambos. r

c) Calcule la constante introducida en (b).
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d) Demuestre que § (r) tiene dimensiones del Inverso de un volumen,

e) Escriba la ecuacién de Poisson, y suponiendo V = + , calcule k.

Resolucién,

a) En coordenadas esféricas (r, @, 9 ), el laplaclano se escribe
2
2 2°
Q= 2 ( g—) -a—(sene 'g—) 2
r sen29 a¢
no depende de @ ni @, luego:
[ - ( 1 ]
dr
[ (-—L) ] =0 si r#0;
2

en r=0,v2V diverge: v2V=Oo si r = 0.

r sen ©

= |x

pero V =
VV

= _k_
r2

b) La delta de Dirac se define asf:

0 r #0
d’(r)={

©0 r = 0
de tal modo que

0 si el origen no pertenece a §
if screa - {
€

1 s el origen pertenece a &
Por otra parte,
2(.'.) =
AlC-
Luego.

v2<+)=0( § (r) —emmmmmmmmmmeee ),

en que d es una constante por determinar,

c) Integremos la ecuacién (1) en un volumen & que contenga al

Sg vi( 1) 8 =°‘QI S(r)dgs = «
S

- s V-V(-L)d3
g

@ V(—:.—) +d%, enque S(& ) es la superficie cerrada que

origen:

encierra al volumen &

Y O -
= (iﬁ ", ﬁ) a0 L
S(8) S(8)

(d€X es por definicién un elemento de &ngulo sélido con centro en el origen);

luego; V2(+) = - 4Tf5 (r)
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P == [5 (r)] . [volumen] =
[sin dimensién] =3 [5(r)] = [_\E%u_men]

)  fff 6(r)es
3

e) La ecuacién de Poisson €s:

Qv

Eeo

il

k
pero v +

luego ka( —:—) --_f£

N

a8 (r) = - £

650
Sgﬁ bRk S (r)dE =[J5’f 9230 - =2

pm = 3

luego: vV =

PROBLEMA 7.-
Se tienen dos planos paralelos infinitos de ecuaciones z = % y

z = - —%—, respectivamente, Entre ellos existe una distribucién de carga de
densidad §=¢ (z); fuera de ellos, el vacfo. Calcule el campo eléctrico en
todos los puntos del espacio, Aplique al caso en que P es constante.

Resolucidn.

Resolveremos el problema por varios métodos, dada su simplicidad
y su fuerte simetrfa. Las siguientes observaciones nos serdn dtiles:

a) Puesto que § depende sélo de z, y como la distribucién de carga es plana
e infinita, serd sélo funcién de z.

b) La distribucién de carga puede suponerse compuesta por planos paralelos
de espesor N z' que ocupan el volumen correspondiente a la distribucidn; a
estos planos se les puede asignar la densidad de carga @ =@ (z') de la si-
guiente manera:

f(z)yaQx Ay Dz

o((z') Az

o(z)=¢() Az

(hemos acentuado las variables de integracidn para distinguirlas de las varia-

bles de observacidn, es decir, las que describen el punto en el que medimos el
campo eléctrico).

Aq
Aq
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c) Como el campo producido por un plano infinito con densidad de carga unhiforme
es perpendicular a &1, no depende de la distancia a é1, y es simétrico con respec-

to a €1, en nuestro caso se cumplird que:
- A
i) E serd colineal con k (perpendicular a los planos);

-l
i) para 1zl -;— , E serd simétrico con respecto al plano z = 0

(Tgual y de sentido contrario),

-
iii) para Izl % , E serd constante.

(Estas dos Ultimas observaciones surgen del hecho que para lzl ¥ % , E serd

la suma de tos campos producidos por los planos definidos en (b); puesto que
estos campos no dependen de la distancia al plano que los produce, entonces, pa-
ra 1zt > %, toda la distribucién de carga se comporta como un solo plano, que

se obtendrfa juntando todos los planos en uno solo).

. - >
d) para el caso g = cte,, por simetrfa, E serd cero en el planoz = 0,y

serd simétrico con respecto a este plano para z ¥ O,

Fig. 20 Fig. 21

= 3
Sea R(z) el punto en que qQueremos calcular E; para z<%

] i dq(P) R
L‘T”’o IFEI3

d E(z) =

dq(P) = §d8' = @ r'dr'd @' dz'
' A
PR=R-0P=zR-rcos@? - r'sen?'_j-z'/k\

IPRI = \[(z - z')2 + r2
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- _ 1 _f tdr'd ?'d ' A , A , o~
dE(z) = Lms, [(ziZI;Z N r';]3/2 [(z -z')k - rlcos@' i - r sen(pJ]
o 2 0 .
E(z) = I gz g d E(z)

P=0 z=-3r =0

Integrando segin @' resulta;

a )
- Q 2 ld [ 1)dz!
E(Z) = rar’ (z-z Z
2¢, [(z-z') +r
z'= - 2 r'=0
2
integrando segin r', queda:
a
- " Z
() = S5 S 2oz P ()
- !
o Ja (z-2')
2
3 z - 2 si z> 2!
pero V(z-2')" & lz-2'l = z' -z si z<¢ 2
] sl z=2'
luego es necesario dividir el intervalo de integracién ( - % R -g- ) que reco-

rre z' en 2 regiones:

(-%\‘ 2'¢z) y (zsz's%); es decir:

A~ r” a
E(z) = TkE jz @)z - 2042 + (2 P(z')(z - z')dz’
° a (z - z') (z' - 2)
L -2 ;
- a2 3
E(z) = 2:0 { [ ¢ (z')dz' - S p(z')dz! ]
_% ,
Para z » 2,
2 A a
£(z) - K S’ ¢ (z')dz",
o

o

y para z £ - % , E(z) serd igual pero de signo opuesto, pues la integral debe
real jzarse en el otro sentido,
En el caso en que ? = cte,:

a
para lzl € »

E@) = 5% [9(“;)-9(%-1)]

x>
“o
N

E(z)

™



-26-

y para z)

£(z) = k_z_g_a_

o

Nl

(e
foura w3, Bw--Rte
o

29 Método: teorema de Gauss (para Izl b%

a8 E
”’
"
a—CILINDRO RECTD DF BASE AS
] ]
] ]
t 1
a i | P=P(z)
I" ' - e '
/ oo T
/1 '\~~ o’J
' ' ~---.---' ! - e e

d§"

Flg. 22

Recordando las observaciones (c) y aplicando el teorema de Gauss
al cilindro recto de base AS de la figura:

& £-at3 ém pds

cll

a
2els =L A5 gz Q (z')dz'

o
_a
?
a
. 27
luego: E(z) = Z J ¢ (z')dz! (para z > % ),

ofo

y cambia de signo para z ¢ - % .

Este mismo método se puede aplicar para lzl < -;— , en el caso en

‘ que § es constante:

Recordando que E es paralelo al eje 0z y la observacién (d), y aplicando el
teorema de Gauss al cilindro recto de base AS de la figura (notamos que las
bases del cilindro estdn a igual distancia del origen):
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,

?f
e o > - +z

I)-ct:,.

—-——— sh--g. ---.

Fig. 2

ﬁ Eras-L ﬁ P dE
cit(sup) ° cil(vol)

26AS =1 .Q22 As
&
(o]
- ~
Luego E '%—L—k
(o]

38" Método: ecuacién de Polsson, para §= cte, y 1zl & %

Dentro de la distribucién de cargé, es decir, en lzlg -;- , Se
tiene: .

pero V = V(z), pues la distribucién varfa con z y es Infinitas

2
d e
E —L = -
ntoncgs dz2 &o
a .. + K
dz &

PeroE= -9V =- %% X vale cero para z = 0 (ver observacién (d)).

Se tlene entonces, suceslvamente:

) =0
dzlz=0
K=20
o Pz
dz &

2
ve-2£22 L w



Este método no tiene ventaja alguna para lzl) %—, porque para

determinar las constantes de integracién se necesita conocer el campo eléctri-
co en algln punto del espacio,

4o Método: superposicidn de planos {para lz!1> % )

Recordando las observaciones (b) y (c), podemos reducir toda la
distribucién de carga‘a un solo plano, juntando en uno sélo tecdos los planos
definidos en (b), de tal modo que no se pierda carga; es decir, que si toma-
mos un disco de drea AS sobre este plano y calculamos su carga (@ A S),
ésta deberd ser igual a la carga total encerrada por un cilindro con este mis-
mo disco de base, y de altura a, en el caso de ja distribucidn maciza anterior:

~. AS
~_ -
\ \\_— P(Z) / @
t PLANO EQUIVALENTE
. DIFTRIBUCION
e MALIZA
Fig., 24
TAs - m 0 (2)d8
cil a
7

TAs =AS g (z')dz’

g = S % (z')dz!
S

Aplicando e! teorema de Gauss a un cilindro que es cortado por es-
te plano, y recordando la observacién (c):

(5’& E-d8=_1.0As
&O
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E v
-, AS
A .
I
‘E_'

Fig. 25
26AS = - o As
2
E = k
2 &,
a
2
E=__K (z') dz! , para z » 2,
25 S ¢ 2
© a
2

v cambia de sentido para z < - %,

PROBLEMA 8. -

Se tizne un campo eléctrico constante y uniforme er todo el espa-

. . _—_h .:/\ - . 7 .
cio (vacioj, B, = E k, en que £ es un vector unitario segin e) eje 0z,

Se introduce luego una esfera de material dieléctrico de constan-
te dieléctrica &, y de radio R, Como consecuencia de esto, el campo eléctri-
co se deforma. Térese el origen de coordenadas en el centro de la esfera, LI4-
mase rew:én | a1 interior de la esfera, y region Il al exterior,

a) Se sabe {esto es urn dato) que la solucién para el potencial en ambas regic-
nes se escribe, en coordenadas esféricas:

V, = A, r cos & + B, €05 8 (r ¢ R)
| £
1 1 ‘:2_— .
vV =
Vi) = A2r cos 9 + B2 COZ 6 (r »R)

r

Calcule las constantes Ay, AZ’ B], BZ'

b) Calcule el campo eléctrico en el interior de la esfera,

¢) Calcule la densidad superficial de carga de polarizacidén sobre la superfi-
cie de la esfera, :

Resolucidn.

a) Para cadlcular las cuatro constantes, escribamos las condiciones de borde
para el problema: '

i) El potencial debe ser finito en todas las regiones del espacio (sal-
vo en el infinito), pues el campo eléctrico debe estar bien definido en todas
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P(r.0,0)

€S (dicial)
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ellas (no se han introducido cargas puntuales).

ii) Para las regiones del espacio muy alejadas de la esfera, la distor-
sién del campo producida por la esfera debe desaparecer.

iii) El potencial debe ser continuo sobre la superficie de la esfera,
pues, de no ser asi, el campo eléctrico estaria indeterminado sobre ella,.

iv) En la superficie de la esfera, la componente normal del vector
desplazamiento debe ser continua, pues alli no hay carga libre.

Con estas cuatro condiciones de borde nos serd f4cil calcular
las constantes,

El potencial es:

Vi = Ajrcos 8 +B 593—2 » T &R
r
vV =
= cos 8
Vi A2 r cos 8 + B, ) , r >R
La condicidn (i) implica inmediatamente:
B]_O ---------------------- (I))

pues, de no ser asi, el potencial serd infinito en r = 0,
La condicidn (ii) es:

- -
lim E = E
r—»00

para r —» o0,

vV = VII —_— A2 r cos 8 = A2 z

-
3

luego: -VV=- Azllz
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y esto debe ser igual a E .

luego: A, & = [ =-cecemcccccccmccccmccncncnna (2)

La condicién (iii) es:
V,(R, 0) = V, (R, @), para v 6.
Vl(r=R) =Al R cos ©

=R) = - cos 8
V”(r = R) EOR cos & + B, :

RZ
igualando y simplificando por cos @, resulta:
8 ,
RA == ER+ —2 . —cocmmmomomomm—aoa- 3)
1 (o] 2
R
La condicién (iv) es: _

D,y (r=R) = it (r = R) para Vae.
- - . N
D, = &6y Ey = - && VVl, y lo mismo para D”:

- CAR
Oy = 0y " 7= - 88y —T—

- oV
D, = T=-¢ 1
ntl ] ° Jr

aV| ov

: = 1 v
-&& 3—— = - & %]

o ]

r r=R ° r r=R

86, Ay cos 8= - §_ (=E_ cos © =2 B, 258
28
luego: EA] = - By - 2. e (&)
R3

Las relaciones (3) y (&) forman un sistema de dos ecuaciones con
dos incdgnitas: Ay y By ; resolviéndolo, resulta:

3E
Ap =-=2 Seemssmssscse-- (5)
£+2
E. R3
B, = =R (e-1) .. (6)
£ + 2
y el potenclal se escribird, finalmente:
V'=-l& r cos 8 , r R
Vs er2
Eo R3 (6 - 1)
= . o cos @
V”— E, r cos & + T 13 » 2 , r >R

b) Para calcular Ej, conviene escribir V, en coordenadas cartesianas:
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E
V|=-3°z
&+2
luego:
a ~ dv,
EI = - vv, = -k ren
£ = 3B
! §+2

c) Se sabe que =P, (r =R), v e.

°©k 9

o -l -
=&, E, +P =86, E|
- -

P =ty (a-l)El

Pp=6,(6 -1) E,

n
E 3V,
ero = -
P A T
3Eo
En r=R -&TE cos @
3E,
luego ob =& (& - 1) =5, cos )

Un répido chequeo nos dice sl hacemos desaparecer la esfera,-es
decir, ponemos & = |, todas las ecuaclones nos dan los valores esperados:

Vi = Yy
E . - tl I = Eo
o, =

. Es Interesante notar que EI es uniforme y colineal con g;, pero
de médulo menor, pues, en general, & > 1; esto se debe al campo uniforme que
las cargas de polarizacién sobre la superficie de la esfera producen en gon-
tra de E; (pp = 0). Puede definirse entonces un "'campo depolarizante' Edep'
como;

- -
!hep *E, - E
también es posible definir un ''factor de depolarizacién' L como

k3

B, =LP
8o Egep = P

en el presente probiema, es f4cil calcular L;, en efecto,
= 3 - 3 = I3 - 3 = Er - ] E
Edep 'Eo El Eo E%I Eo : ¥ 2 Es

Sk dep = P = Le (e - NE,

luego: fhep tee -1) 3E
& + 2

g -17= - £ -1 -
A ZEO L& 2 3Eo
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fuego: L= %

También es interesante notar que el potencial fuera de la esfera estd consti-
tufdo por la superposicién de dos términos: uno es ~ E, r cos 8 = ~ E,z, que

es potencial debido al campo uniforme E,original; el otro término,

Eog R (6 - 1) _cos @

. 2 , que es el que da cuenta de la distorsién del
r

& +2
campo, es idéntico al potencial que producirfa un dipolo en el origen de la
esfera, si su momento dipolar P fuese:

Poumeg 3 (6 - VED,
£+ 2

en efecto, el potencial producido por un dipolo de momento P es
V (?) = . ‘o ?
P Lxg r 3
o
- cos O
v (F)=-—Rs8
P( Pl b er

en que @ es el 4ngulo que forman P y P ; comparando Vp(?) con el segundo
término del potencial de la esfera,

p cos @ Eo RI (6 - 1) cos o

hft&orz (& + 2) r2

3 -
]uego: o = ’41’(&0 Eo R (& I)

& + 2

y, considerando que | 8 se mide a partir del eje 0z del problema, se deduce que
p es colineal con K:

-

"N
Pp=pk.

De este modo, el Gnico efecto de introducir una esfera dieléctrica uniforme en
un campo eléctrico uniforme, es agregar al potencial externo a ella un término
dipolar con origen en su centro y orientado segiin el campo uniforme original,

Se deja propuesto hacer el problema en el caso de una burbuja de
aire que se ha introducido en el dieléctrico de un condensador de placas para-
lelas,

PROBLEMA 9.~

Un condensador estd formado por dos esferas metdlicas de radios a
y b, y cuyos centros estdn a la distancia c, en que ¢ » a,b, Calcule su capa-
cidad, ’

Resolucidn.

ia figura correspondiente serd:





