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Problema 1

Una particula de masa m se mueve en un plano horizontal sin roce,
sujeta a uno de los extremos de un resorte de largo natural Ry y
constante elastica k ; el otro extremo del resorte se encuentra fijo a
un punto O del plano. En ¢ =0 y estando el resorte en su largo
natural, la particula se lanza con velocidad V, en una direccion
perpendicular a la linea del resorte, como se indica en la figura.

a) Demuestre que Ry es la minima distancia de O a que puede acceder la particula.

b) Encuentre Vj en funcion de los parametros del problema, para que la méaxima distancia entre
Oy la particula sea Ry = 2R,.

c) ¢Cual es velocidad de la particula cuando ésta alcanza la distancia R{?

Problema 2

Una particula P de masa m puede deslizar sin roce por el interior
de un tubo OA, que a su vez esta fijo a un aro de radio R, con la
geometria que se indica en la figura. La particula estd unida al
extremo de un resorte de constante elastica k y largo natural cero,
cuyo otro extremo esta fijo al punto O.

El aro gira en torno a un eje vertical que pasa por su centro, con
velocidad angular constante Q, donde Q% = k/2m

Si inicialmente P se encuentra en el punto medio entre Oy A, y su
velocidad relativa al tubo es V, en la direccion de O hacia A.

Determine:

a) La posicidn de P relativa al tubo en funcion del tiempo.

b) La reaccion que ejerce el tubo a P.

Problema 3

Un aro horizontal, de radio R, gira con velocidad angular constante
Qo en torno a un eje vertical que pasa por el aro (a distancia R de su <[>
centro). Una argolla de masa m puede deslizar sin roce en el aro. @

lg*

Inicialmente la argolla esta en el punto opuesto al eje y se le da una
velocidad Vj relativa al aro, en la misma direccién de giro del aro.

Determine la velocidad minima V; para que la argolla llegue hasta el
eje.
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Solucion Problema 1:

a) Demostracion que R, es la distancia minima de P a O.

En primer lugar vamos a demostrar que r = Ry es un_minimo local: Usamos coordenadas
polares, de variables (r, ¢), donde r es la distanciade Pa O .

F0)=0 (1.1)

Del enunciado V,es Lar ,entonces:V, =V, ¢ =7(0)r+R, ¢(0)¢p => {Ro b=V, (1.2)

Por otra parte: 7—r ¢’ = —ﬁ[r—RO]
m

) 2 V2
Reemplazando ¢(0) de (1.2) => en t=0: F(O)—RO%: —5[&—R0] => #0) = R—O >0 (2)
0 m 0

(1.1) A (2) => Ry €s un minimo local para r

Ahora debemos demostrar que no hay otro minimo menor que R,: El movimiento se rige por
una fuerza central => se conserva la energia mecanica total (EMT) y el momento angular (, ).

Conservacién del momento anqgular:

Inicial: Loo =|I?\"0 Xm ‘70|= R, mV,sen(m/2)=mR,V, Vr: I, = erm(i*f+r¢3(]3) =mr’¢
ly=cte=> Pé=RY,=> §()="00 (3)
r

Conservacion de la enerqgia:
Inicial: - garr, =%mvo2 +%k(R0—R0)2 =%mV02 vr: EMT:%m(i’z+r2q52)+%k(r—Ro)2

. RV &
EMT = cte => %m(i’2+r2¢2)+%k(r—R0)2 =%mV02 ,usando (3) => #+—5— +—(r—R)) -V; =0

r m

2
0

. . R k
Un valor r = ryn, debe satisfacer 7 =0 => P(r) = V; { ~ -1 }+; (r-R)’=0 (4

Analizando los términos de (4) se puede ver que: sir <Ry => P(r)>0 => j Tmin < Ro

Es decir Ry es la minima distancia de O a que puede acceder la particula.

b) Condiciones para que ruq = 2Ry

Enr=Ry: lo =R V,sen(m/2)=2R,V, (4(7, ‘7)=7t/2 porque imponemos que R; €s 7).
. V.

l,=cte =>I,,=1, esdecir: RV,=2RV, => V,=-2 (4)

2
1 1 1 1 1
Enr=R;=2Ry: EMTI:EmVl2+EkR§ ,pero EMT =cte => EmVOZZEmVl2+5k R}

2
Reemplazando (4): mvo2 _mVTO =k R(f => |V, =2R, Si
m

c) La velocidad V;

Reemplazando este valorde Voen (4): |V, =R, LS

3m
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Solucion Problema 2:

En este problema interesa analizar el movimiento de la particula dentro del tubo. Lo mas
conveniente es usar un sistema no inercial cartesiano, donde una de sus coordenadas coincide
con el tubo.

Como se muestra en la figura, se define:

» un sistema fijo de coordenadas polares con origen en el
centro del aro, de variables (r,0).

» un sistema movil de coordenadas cartesianas con origen en
0, de variables (x,y ), cuyo eje x coincide con la recta OA
para todo el movimiento.

La ecuacion general para el movimiento de la particula visto
desde el sistema no inercial es:

rel

ma =F —m [50 +4+DXF + 20XV +CT)><(CT)><I7M)] (1)

donde
;_*)‘L)/zx; : V’rel_xz : 4rcl_xi-\
5 " 0 x P
=—kxt+N ]+Nk mgk r=—-cos (@ —sen(@)f = -1 -3
:—92 F= Q’R \/_ i+QR \/_
. 2
o=0

GXV™ =Qkxii=Qx]

OX(BXF)=Qkx(Qkxxi)=QkxQx j=-0xi

Reemplazando estos términos en (1):

NG

m)'c'lcz—kxiA+N,}+NJ€—mgl€—m QZR—f+QzR£
! : 2 2

JH2Q% ] -Q* x1i

entonces, las ecuaciones escalares en el sistema no inercial son:

segun ; : m)'é=—kx—mQ2R%+mQZ x (2.1)
segun J : 0=N,-m QZR%—ZmQx (2.2)
segln £ : 0=N.-mg (2.3)

a) la distancia de P a O en funcion del tiempo:

k o Co
Reemplazando en (2.1) el valor Q°= —— y ordenando los términos, obtenemos la siguiente
ecuacion diferencial para x(¢): m

k k2

X+—x = —R
2m 4dm

V2

de donde la solucién para x(t) es: x(t) = A sen Qt + B cos Qf — TR
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las condiciones inciales son:

x(())zﬂR _>B—£R_ £R = B=R-2

2
x(0)=YV, = QA=V, => A:% (sitomamos Vy=0=>A =0)
Por lo tanto: | x(¢) = asen Q1 ++/2 R cos Qt—%R (3)

b) la reaccion que ejerce el tubo a P:

la reaccion que ejerce el tubo sobre P es N = N, }+NZ k donde N, y N, estan dadas por las
ecuaciones (2.2) y (2.3) respectivamente.

V2

de (2.2): N, =m Q*R oamQi

e (3): x(r) =V, cosQr++/2 RQsenQr => N,=m Q*R %+2m[QVO cos Qf ++/2 RQ? seth]

de (2.3): N, =mg

V2

Finalmente: |N =m|Q*R - +2QV, cos Qt + 24/2 RQ? sen Qt J+mg k

Solucion Problema 3:

En la figura, representada en el plano del movimiento (horizontal), se define:

> un sistema fijo de coordenadas polares con origen en el eje vertical de rotacién que se indica
en el enunciado, de variables (r,0).

» un sistema movil de coordenadas polares con origen en el centro del aro, de variables (p,¢).

En este problema también interesa analizar el movimiento de la particula dentro del sistema no
inercial recién definido, donde la ecuacion general de este movimiento es:

—~rel rel

ma™ =F - m[a0++a)><r +20”)><X7””+a")><(a”)><?’e’)] (1)

evaluando los términos de la ecuacion (1) para este caso:

@ =R p+ RG §
=-N,p+Nk-mgk

™

G, =—Q2RF=-Q2Rcosg p+Q2Rseng ¢

— )
H=0 Q

* rel

A o _ F=cosg p—sendp
OXV'™ =Q, kxR § =—Q R p

BX(DXF)=Q kX (Q kxRP)=Q, kxQ, R§=-Q> Rp
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Reemplazando estos términos en (1):
m(—R¢2ﬁ+Rg5¢§)=—Np/3+Nzlg—mglg—ml—QgRcos¢ﬁ+Q§Rsen¢ ¢§—2QOR¢5

entonces, las ecuaciones escalares en el sistema no inercial son:

segun £ : 0=N,-mg (2.1)
segun p : —mR¢52=—Np+mQéR cos¢+m2Q0R(ﬁ+in R (2.2)
seging: mRP =-mQ; R seng (2.3)

de la ecuacion (2.3): ¢ =—Q; sen¢ = ¢ @ %[(I)z —(;502]: Q2 [cos¢—cos g, ]

d¢
#(0)=0
condiciones inciales: { . Vv
$(0) =2
R
L2 Vz 2
= ¢°9)="5+29Q; [cosg-1] (3)

p-Q> Rp

Vo €s el valor minimo de Vjpara la particula llegue justo al eje <=> con V= Vi, : ¢5(¢ =m)=0

Imponiendo esta condicién de borde en (3):

2
%ﬂgé [F1-1]=0 = Vg =4QR® = |V, =2Q,R
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