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CONTROL N°1

Problema 1

Un caballo tira un objeto de masa m a través de una cuerda ideal,
que pasa por una polea en el punto A como se muestra en la figura.

El caballo se mueve por una superficie horizontal con velocidad
constante V, ejerciendo una fuerza horizontal desconocida F.

El objeto se mueve por una superficie circular de radio R que esta
en el plano vertical. Cuando 6 = 0 el caballo pasa por el punto B.

Calcular para 0 < 6 < w/2, en funcién de 6:
a) La velocidad del objeto

b) La aceleracion del objeto

c) Latensién de la cuerda

d) Las reacciones normales
)

(©)

Problema 2

Una nifia de masa m se lanza desde el reposo a una piscina en la parte superior
de un tobogan en forma de espiral. Si la altura del tobogan es H y el paso es A,

calcular:

a) Eltiempo que demora en caer a la piscina
b) La velocidad con que sale del tobogan

c) La reaccion que le ejerce el tobogan a la nifia durante todo el tiempo que

se desliza por él.

Problema 3

La fuerza F que ejerce el caballo para que ocurra este movimiento

20 de Agosto de 2003
Tiempo: 3 horas

Una particula de masa m esta sujeta al extremo de una barra rigida de largo
L y masa despreciable cuyo otro extremo esta fijo en O. En el punto O la
barra puede girar libremente en cualquier sentido, partiendo desde una

posicion que forma un angulo 68, = w/2 con la vertical.
La velocidad inicial de la particulaes VvV (0) = V, q§

Determine:
a) las ecuaciones del movimiento
b) la velocidad y aceleracién de la particula en funcion de 6
c) latension de la barra
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Solucion Problema 1

i)

Relaciones geométricas: Por Pitagoras:

2

V) t?

t

R+ CB*=(R+5) = R*+ V2’ = R*(1+60) = (1+6)* =1+ e (1)
2
Sea K:% = (1+0) ' =1+K**=1+20+6> -1 :z:% 2)
a) la velocidad: \7(6) = Ré(e)é
5 2K2 /20 +6°
; 2K I 2
de(l) () =-1+K>> =1 = 60 =J% = 6(0) 2(1+§) Kw/IZ—Oi_;-G )
21+ K" ¢t
- / 2,
multiplicando (3) por R y reemplazando el valor de K =| V(8) =V, % 0
b) la aceleracién: a(®) = —R6°@©@)F + RO®)6
2+260 / 2
1+0 ———=———-+/2+6
Go)= 690 _ K:20+6° 2:/20+6° _ Kk (1+6)°-(20+6%) _ g2
06 1+6 (1+6)2 1+6 (1+6)? (1+6)°
. .. - vi|l o+6? . 1 5
Reemplazando 6°(8), 6(0) y K = a0) = T? —W r 116)’
ii) determinacion de las fuerzas:
DCL Cahallo: DCL Ohjein:
T |
iy
~ | ;
— — Troosx+M, = mg 4 & Ny —mgserf=ma =-mRE& (f)
F ™ Tsenmo—-F=mx=0 (5 f” T- mgcosf= ma,=mR& (7
!" g mg k1
R 1
cosa = =
Relacién geométrica entre oLy 0: R1+6) (1+6) R(1+6)
Vot Kt _+20+06°
seno = = = R
RA+6) (1+6) (1+6)
Reemplazando K:
ez . - m ~
¢) la tension: de (7) T () = mg cosO +R(17+(()9)3
d) las normales:
o - | geoso W .. | _mVi20+6)] .
de (4) N, =mg — T cosa = NI(Q)—m{g 1+8) R(1+0)4:| jl;de ) N,@©) = _mg sen@ T RaieD 1467
) = vy 20 +6° -
e)lafuerza: de (5) F =T sena =|F(@®)= —m{g cosO + X (119)3} 146
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Solucién Problema 2 Ig A D.C.L. nifia:
Utilizaremos coordenadas cilindricas (;3,6, k). En el DCL H N
vemos las fuerzas que actian sobre la nifia. %
F=m-a tes:

Z m-a, por componen es ¢ ﬂ/ Np
segin p:  m-(p—p-0°)=—N, (1)

segin 0: m-(2-p-0+p-0)=N, (2 N,
segin K m-z=N, —mg 3) Y e

. ()  -mR6’=-N, = mRO’>=N,
pero p=R=cte. = p=p=0, entonces: .
(2)  mpb=N,
a la vez notemos que cuando 0 da una vuelta (27 ), z ha disminuido A
A Y . A

= z(0)=H o 0) 4.0) = z o 0 4.1 = z o 0 4.2)

y también notemos que N-v=0

B .A_L.A " . y ‘L': :L
donde v=R06+zk =R06 2n(&)k *) = N, -R6-N, zne 0 = N, 2n~RNk %)

Reemplazando (5) en (2), (4.2) en (3) y luego despejando Ny de ambas ecuaciones e igualando:
A
0 = g-(z”i'kRz) = kg (©)
R+
4m’R

= é(t)zlcg1+éo pero é0=0 = é(t)ngt (7)
2 2

= 9(t)=kg%+90per090=0 = e(t)=1<gtE @®)

At
= zt)=H-—kg— (9
z(t) 2an2 9

Entonces para saber cuanto tiempo demoré en caer, basta con imponeren (9) que ent=t",z(t)=0

*2
o )=H-tgl =0 = = [4H
2n 2 g
y para saber la velocidaden t basta con reemplazart en (¥*) = V(') = Rk-g 4n-H 0— iKg dm-H k
kg 2n Axg

esdecir, | V o= - w [Ré—;q
s

si calculamos la rapidez reemplazando el valor de k resulta v(t') =./2gH , valor que, como se verd mas adelante, se

podria verificar por energia.

y para conocer las componentes de la Normal basta con reemplazar los valores ya conocidos de 6,9 yZ.
= N, =mR(k-gt)’

= Ny=mRxk-g

= Nkz—z—;:rmglc+mg
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Solucion Problema 3:

a) las ecuaciones del movimiento: Escribimos F = ma en coordenadas esféricas.
La expresion de la aceleracion en estas coordenadas es:

a() = (.;;—rq&'2 senz(p—relz) r +(ré—r(1§t2 sen’¢ cos’ ¢+2f9)§+ 1L o rzsen29¢ (]A)
rsen@ ot

(como r=L=r=r=0)

A A A

El DCL muestra las fuerzas externas: F = T r+ mg cos(a) r+ mgsen(a) @

Entonces, las ecuaciones escalares del movimiento son:

A

segin r)—T + mgcos(w —0) = —qujzsenZO — mL@> (1)

segiin ) mgsen(w —0) = mLO — mL(ﬁzsenO cosf (2)
P _ 1 9(s2 29

segin ¢) 0= Lsend of [L sen 0 d)] 3)

b) velocidad y aceleracién en funcién de 8: Necesitamos 6,6 y¢ en funcién de 0.

De (3) => I’sen’0 ¢ =cte => obtenemos ¢ (8). En efecto, esta expresién es constante para todo instante de
tiempo, y en particular para el instante inicial. De aqui se obtiene:

Lsen’())g,=C = L'¢; =C

- CA . A n A .OA . A . . V
ademds V(1) =LO r+ Losen6¢; con V(0) = 07 +V,¢ =L6, r+ Losen(n/2)p= 6,=0 y ¢, =f0

. . \% . V2
=C=LV, = Lsen’(0)¢ paratodoelmovimiento = ¢@)=—">—=¢>@)=—" 4)
0 0P ¢ Lsen’6 ¢ [*sen’0
Reemplazando el valor obtenido, en la ecuacién (2) se obtiene 6
. V2 - g V2
mgsend =mLO —mL——"——senf cos® = 6="senf+ " —cosf 5)
L sen™0 L L sen’0
Integrando la ecuacion (4) se obtiene 6
.. g V2 6 60 g y2 o 0
6d6 =" senf d0+————cos0d0 = [6d0= [ “sen6do+-% [ 5T ap
L L sen™0 §0)=0 . L L 2 sen 6@
= 00)=7 0(0)=7
9'2 8 V02 ‘: 1 T
= —=-2cos0+—|-
2 L I? 2sen’6 ]z
2
o _ 28 Vz[ ! } 2¢ Vz‘:senze—l:| 2¢ Vz[c0329:|
0> =—"°cosO+-2|1- =—"%cos@ +-2| 2T "1 1=_=% cos9 ——L
L I sen’6 L I sen’6 L I[* | sen’6
! 2 2
:>¢9_ZJ—2chos@—v0 cot an’0 (6)

El analisis que se plantea a continuacion no formaba parte del control.

Detengédmonos en el valor obtenido en (6) para@ . Observemos que para que este valor exista, el término que
estd dentro de la raiz debe ser no negativo.
Se debe cumplir que:

2 2 2 2
Z—gcose + V% 00829 < 0 esdecir: Vo 00829 < —2gcosf
L L | sen0 L | sen6

la primera condicién que vemos es que cos6 < (cosB)ysx = 0, lo que significa que los valores de 6 deben ser
mayores o iguales que /2 (o sea la barra no sube).
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la segunda condicién, la obtenemos de la desigualdad. Dividiendo por cos@ (recordando que cada vez que
dividamos por un ndmero negativo nos cambia la desigualdad a > o a <) , y sustituyendo sen®® por

2 . . . ., .
(1 - cos™0) , nos resulta la siguiente inecuacién para la variable cos6.
2

<0

2 0
0 —
Cos 2gL

La que se resuelve usando la férmula de la ecuacién de segundo grado, cuyas soluciones son:
2 2
V 2 V 2 V 2 V 2
X = > + Ol +1 y x,= 2 — O+
4gL 4gL 4gL 4gL

Entonces, la inecuacién en la variable cos6 la podemos expresar como (cos0 - x;)(cosB - x,) < 0.

De las raices obtenidas vemos que x; es positiva y X, es negativa. Como ademds cos® < 0, entonces el
término (cos® - x;) es negativo. Por lo tanto, para que el producto (cosO - x;)(cosb - x,) sea negativo, el
término (cos - x,) debe ser positivo.

. . A 1
Entonces la segunda condicion es: (cos6 - x,) = 0, es decir: cosf = (cosh),, = 4g0L - [4gOL] + 1

Por lo tanto hay un valor maximo que puede bajar la barra.

e Supongamos que el valor de g creciera mucho en comparacién con los demds parametros (g — o).
Entonces (cosO)yin — -1, es decir el movimiento de la barra tiende a la posicién vertical.

e Supongamos que el valor de V, es muy grande en comparacién con los demds parametros (Vo — o).
Entonces (cosO)uin — 0, es decir el movimiento de la barra tiende a quedarse en el plano donde 0 = 7/2.

Volviendo al Control:

Reemplazando (4) y (6) en las expresiones de velocidad y aceleracion en coordenadas esféricas, se tiene:

V(t)=L16 0+ L(ﬁsen@(]; = L%\/— V) cotan’@ — 2gLcos@ 0+ 1L sen@(g

Lsen 0

= |3(0)= [-V¢cotan’d —2gLcosd 6+ ¢

nG

at)= (Lq) sen’0 + Léz);+ (LO — L$*send c039)5+ OqA)

2 2 A 2 2 A
a() = ( sen (—chose—v"cos ej]r + (L[isen9+ 2V° cosG]—L Y sen@cosO |0

L > sen’6 [*sen’0 [*sen*0

A

-2g cos@};+ (gsen@)@

- V 2 sen’6 V2 sen’0 cos’ 0
a(t) =
Lsen‘0 L sen*6

= |a()= {— VT +2g cose} r+ gsen@ 9

¢) La tension de la barra: Despejando 7 de (1) y reemplazando los valores para 6’ y (/52 se obtiene:

~T+mgcos(t—0) = —T—mgcos@ = ma = T=-ma, —mgcosf

r

2
Reemplazando la expresiéon de a, => T =m {Vz -3 mg cos(@)} r
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