Capitulo 8

Sistemas de Particulas

8.1. Definiciones basicas

Version con todos los comments visibles

8.1.1. Repaso

En la seccion §2.2 se dio algunas de las definiciones basicas necesarias
para describir sistemas de muchas particulas. Entre ellos, la masa total

del sistema
N

M= a 8.1.1
2" -

y si G es el centro de masa su posicion y velocidad son

- 1 X
Re = Mk:1mara (8.1.2)
- 1 X
Vg = Mk;mava (8.1.3)
El centro de masa tiene como ecuacion de movimiento
M% — [lod donde (8.1.4)
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N
Fet — S Fa (8.1.5)

y se demostro que la fuerza a la derecha es la suma de las fuerzas exter-
nas sobre el sistema.

8.1.2. Posiciones con respecto al centro de masa

Se define las posiciones p, desde el centro

de masa, G
Pa=Ta—Rg (8.1.6)
de velocidad con respecto al sistema CM es
Pa=Va—Vg (8.1.7)
"k
@)
& Demuestre que
N
S Mafa=0 (8.1.8)

k=1

A veces también es (til la derivada temporal de la relacion anterior,

2

Mafy =0 (8.1.9)

k=1

Se demuestra que la energia cinética puede ser separada en la energia
cinética del sistema en su conjunto y la energia cinética total con respecto
al sistema de referencia que acompafa al centro de masa:

Mz
3
2
o
N}

KtOt —

it
=

Ma (VG + pa>

it
=

I
NI~ NI N
Mz

it
=

Ma (VC% + pg + Zba \7(3)

Mz
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pero el Gltimo término en el paréntesis es nulo debido a (8.1.9). De aqui que

1 1N
Kot _ 5 MVE + 5 Map2 (8.1.10)
a=1

8.1.3. El momento angular y su dinamica

En §2.2 también se definid el momento angular total del sistema y se
vio que obedece a la ecuacion

de
d—f’ = Fax £t (8.1.11)
a

El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas exter-
nas al sistema. EIl momento angular del sistema con respecto a su propio
centro de masa es

N
by = S MaPaxVa (8.1.12)
a=1

Sin embargo, si en la Ultima expresion se hace el reemplazo (8.1.9) V, =
\76+f)a la forma de ZG se puede simplificar porque \7G gueda fuera de
la sumatoria (no depende de a) y (8.1.9) asegura que ese término no
contribuye a ZG, concluyéndose que

N .
fo="y Mapax B, (8.1.13)
a=1

El momento angular Zﬁ también se puede escribir

N .
ly = 3 ma(Ro+pa)x (Vs+ Ba)
a=1
— — N -
= MRgxVg+ S Mafa x B, (8.1.14)
a=1

Para obtener la Ultima expresion se hizo uso de (8.1.8) y de (8.1.9). El
primer término del lado derecho es el momento angular del sistema como
un todo con respecto al punto &, y sera denotado ZﬁG

£,%=MRgx Vg (8.1.15)
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mientras que el Gltimo término es ZG. De aqui que

— _ e d G Ed

Lo=Ls"+ L5 (8.1.16)
La ecuacion de movimiento para cada cuerpo b de masa m, del sistema

es ) )
m,Pp = F, —MpRg

Derivando (8.1.13) con respecto al tiempo se obtiene

'ZG = Zﬁb X (Fb— mbli'G)

La dltima suma contiene y m, g, = 0 por lo que el resultado es

dZg L.
G T 2PxR
= 1 (8.1.17)
Se puede anotar también que
Tﬁ = Z?a X FgXt
a
= z (ﬁG—i_ﬁa) X Fant
a
= ﬁ X 'FeXt —+ ﬁa X 'FeXt
G Z a ; a
= TS+T, (8.1.18)
La Gltima linea define la notacion.
El torgue del peso respecto a G: Este se calcula como
?G = Z maﬁa X g
a
=0 (8.1.19)

La suma anterior se anula debido a (8.1.8). Ya que T = 0 entonces ZG es
constante si el peso es la Gnica fuerza externa.
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Un caso particular es el del deportista que se lanza desde un alto tablon
a una piscina para, despues de algunas volteretas, clavarse en el agua en
forma perfecta. Un vez que esta en vuelo su momento angular no puede
cambiar. Tan solo alargando o acortando su cuerpo y moviendo sus bra-
Zos puede controlar su velocidad angular, pero llega al agua con el mismo
ZG gue se di6 en el momento de despegar del tablon. Los gatos hacen
algo parecido para caer siempre de pié.

Hasta aqui se ha trabajado solo con un sistema inercial S.

8.2. Sistemas rigidos con punto fijo

8.2.1. Momento angular y matriz de inercia

Se puede ver que la dinamica de todo sistema rigido puede separarse en
dinamica de traslacion y en dinamica de rotacion en torno a un punto fijo
P. Puesto que ya se conoce la dinamica de traslacion nos concentraremos
aca en el caso de sistenmas rigidos con un punto fijo P (que no necesari-
amente es un punto del sistema).

En estos casos, por definicion de P, la distancia de cada masa m, a P
permanece fija, lo que permite escribir la velocidad de cada masa mjy,
gracias a (1.3.6), en la forma

Va=Q xTa (8.2.1)

teniendo presente que en gereral Q cambia en el tiempo. De aqui que

o = 3 mafax (QxTa)
a

= Zma (r§§ . ﬁ‘r’a>

(lp); = > ma
= Ymy [rgélj—xajxaj] Q
O

2
rsQ; _Zxanani
]
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lo gue se resume como
lo=17Q (8.2.3)

donde la matriz de inercia es
P_ 2
Iij = Z Mg <ra5|j — Xaixaj>
a

Salvo por los factores de
masa, esta matriz es un ob-
jeto geomeétrico.

La definicion de matriz de in-
ercia contiene N sumandos,
uno por cada particula del
sistema, es decir, la matriz de
inercia es la suma de las ma-
trices asociada a cada una
de las particulas:

P=5I7
;a

Se puede arbitrariamente sep-
arar al sistema en dos partes
Ay By se cumple que

(8.2.2)

Notacion: el producto escalar entre dos vectores
tridimensionales puede ser escrito como la suma
de los productos de sus componentes cartesianas,

=ayb; +a,b,+a5h,

donde las componentes son designadas con una
letra (como ay) 0 con un nimero (como a,). Esta
Gltima notacion resulta mas comoda, porque ahora
se puede escribir

L, 3
éi-b:i;laibi

También el producto de una matriz por un vector,
Ad se puede escribir por componentes,

3
(Ad); = J;Aijaj

Y por Gltimo & se usa para designar a los elemen-
tos de la matriz identidad, es decir, §; vale cero si
i #]jyvalelaunidad sii=j.

IP=15+15

Un ejemplo de los anterior se ilustra en la figura

adjunta: un cuerpo compuesto por una barra (al-
tura h y radio p) sobre el cual hay un disco de radio
R. La matriz de inercia de este cuerpo compuesto

puede ser expresado como

1°=1°
— 'barra

Las componentes en la diagonal de la matriz IP se
llaman los momentos de inercia. Por ejemplo

(0]
+ Idisco

P 2 2 2 2
I = Z Ma(ra —Xg) = Z Ma(Ya+23)
a 3

8.2. SISTEMAS RIGIDOS CON PUNTO FIJO
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y los tres son:
l, = Zama(y§+zg)

ly = 3aMa(zZ+x2) (8.2.4)

ls3 = YaMa(X3+Y3)

En el caso de |;; el paréntesis en la sumatoria contiene a la distancia entre
la particula a y el eje en direccion X; que pasa por P.

Ya2 + 252 —XaYa —XaZa
I = Z Ma ~XaYa Za®+Xa® —YaZa (8.2.5)
a —XaZa —YaZa Xa2 + Ya2

8.2.2. Ejemplo: péndulo conico doble
Matriz de inercia y momento angular

Consideremos un péndulo conico doble como el de la figura. Esta carac-
terizado por un angulo 6 fijo y por brazos para las masas m; y m, colin-
eales de largos b y ¢ respectivamente. La velocidad angular constante del
péndulo conico es

Q = wk

De la figura se desprende que
¥, = kbcos 6 4 pbsin 6 v, = guwbsinf

F,= —kccos6—pcsing v, = —guwcsing

(8.2.6)

De acuerdo a £ =1Q, en el caso actual,

puesto que tan solo Q; = w es no nulo,

lo Gnico que interesa para calcular 7 son

las componentes |;; de la matriz de inercia
porque se obtiene que

o= (N5 + Jlg+Klg) @ (8.2.7)

Universidad de Chile Escuela de Ingehieria y Ciencias



168 P. Cordero S. & R. Soto B. version de 10 de junio de 2004

Las distancias de las particulas al eje Z (o
eje 3) son bsinB y csin® de modo que inme-
diatamente se sabe que

También puede desprenderse de la figura que

l,3 = — (myb?+m,c?) sinBcos O cos wt
l,3 = — (m;b?+m,c?)sin B cos Bsin wt

donde ¢ = wt se define desde el eje X. Se ve que la mezcla fl 3+ Jl, tiene
la forma

Mg+ Jlg = —(myh?+m,c?)sinOcos O (Tcos wt + jsin wt)
= —(m;b?+m,c?)sinfcos 6 p

De lo anterior se obtiene que el momento angular es
o = w (m;b? +m,c?)sin@ (ksin@ — pcos ) (8.2.8)
expresion que naturalmente coincide con la que se obtiene de calcular

mlf'l X Vl + mzf'2 X Vz.

Torque y velocidad angular

Aun no se ha dicho el valor de w, pero si se desea que la Unica fuerza
externa que ejerza torque desde P sea el peso, entonces w debe tener un

valor muy preciso. Para determinar w se exige que ZP = Tp y se deduce
que el torque del peso es

Tp = (mb—m,c)sinOge
mientras que la derivada del momento angular es
Tp = —? (m,b2+m,c?) sin B.cos 0
Puesto que estas dos expresiones deben ser iguales se obtiene que

2 (myc—mb)g
(m,b?+m,c?)cos 6
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Pareciera que el numerador pudiera ser negativo, pero se puede ver que
tal situacion es inestable. En efecto, para que este sistema sea estable el
centro de masa G, que esta en la recta que une a las dos masas, tiene
que estar debajo de P.

8.2.3. Propiedades de la matriz de inercia
Expresion para la energia cinética
Aproverchando que V3 = Q X Ty se puede deducir:
K = %zmava- (f)x ra)
a
= %ZmaQ (Fax Va)

—

A

oL

Nl N
to]}

150 (8.2.9)

Puesto que esta propiedad es valida para cualquier velocidad angular O
que se le dé al sistema, y puesto que K > 0 entonces la matriz I, es
positiva semidefinida.

Si se define i como el vector unitario que en cada instante apunta en la
direccion de Q, es decir,
Q=Q

>

entonces

K:%Qzﬁ.lpﬁ:%IRan (8.2.10)

Aqui I, es el escalar momento de inercia relativo al eje que pasa por Py
tiene direccion A, (P,f) y su forma explicita es

lpn = ;ma(rg— (T-A)?) (8.2.11)

donde rZ — (7-A)? es el cuadrado de la distancia de la particula a al eje.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Relacién con el momento de inercia respecto a G
Es Gtil notar que

(rxA)-(FxA) = F-(Ax(FxN))
= F-(F—A-TA)
r2— (r-f)2 (8.2.12)

lo que permite ver que otra forma de escribir la matriz de inercia es

lpn = Z Ma(Ta X A) - (Fa x A) (8.2.13)

Si G es el centro de masa, el que suponemos
que no esta en el eje (P,f), se puede rela-
cionar los momentos de inercia lp, e Ig,
donde el segundo se define relativo a un ejé
(G, ) con la misma direccion A. Si se denota I
por F la posicion de m, desde P y B, la posi-
cion desde G, y se designa R al vector de P a G
G entonces
Ta=R+Pa

La relacion se obtiene de P
IRn = zma(?ax ﬁ)z
a

a

a a

La Gltima de las sumatorias se anula debido a (8.1.8) lo que finalmente
conduce a

. 2
lpn = lg M (Rx 1) (8.2.14)

Si G estuviese sobre el eje (P,A), entonces R x i =0y ambos momentos
resultarian iguales.

Teorema de Steiner

8.2. SISTEMAS RIGIDOS CON PUNTO FIJO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Consideremos la matriz de inercia I, con res-

pecto a ciertos ejes con origen en un punto Q

y veamos su relacion con la matriz de inercia 0
con respecto al centro de masa Gy ejes pa- 0
ralelos a los anteriores. Sea A el vector desde

G a Q, y los vectores posicion se llaman g,

desde Gy g,’ desde Q,

ﬁa/ :ﬁa—'z\

Zmapéz = Zma(Pg‘f‘Az_zﬁa"&)
a
= Y ma(pi+A%)

a

mientras que
Z mapéjpéj = Zma (pajpaj — AiPaj — PiA +AiAj> = Z MaP,iPaj + MAA,
a a a

lo que determina que

Ii? = Ii(j3 +M (A26Ij — AiAj) teorema de Steiner (8.2.15)

EJERcCICIO: Escriba la relacion anterior para dos puntos Q; y Q, (ejes par-
alelos) y reste ambas relaciones. Vea que obtiene una relacion entre |2
e 1%,

8.3. Matrices de inercia constantes

En el ejemplo visto en §8.2.2 se obtuvo elementos de matriz de inercia
lij dependientes del tiempo. Esto ocurre en los casos en que la matriz
de inercia se define con respecto a ejes respecto a los cuales el sistema
rigido se mueve. Si, en ese mismo ejemplo, se define un eje Z’ a lo largo

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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de la vara que tiene a las masas m,; y m, en sus extremos, se obtiene que
respecto a este sistema de referencia S’ propio que

m, b2+ m,c? 0 0
0 0 0

gue es constante. En este ejemplo Q es constante en el sistema S, pero
Q no es constante con respecto a los ejes de S'.

8.3.1. Ejes apropiados para la matriz de inercia

Normalmente es conveniente calcular la matriz de inercia en ejes en los
que |, resulta constante. Puede existir mas de una eleccion de ejes “acom-
pafantes” en los cuales esto se logra.

La matriz de inercia es real y simétrica y ademas, como se comento bajo
(8.2.9), es positiva semidefinida, lo que implica que es diagonalizable y en
la diagonal quedan cantidades no negativas. La orientacion de los ejes en
que se logra esta forma para I, se llaman los ejes principales.

Si un cuerpo es simétrico existen planos distintos (perpendiculares entre
si) respecto a los cuales, al reflejar el sistema, este queda igual. El ca-
so extremo es una esfera que queda igual al ser reflejada con respecto
a cualquier plano que pase por su centro. Un cubo es un caso donde no
cualquier plano sirve. Un cilindro es simétrico con respecto al plano per-
pendicular a su eje y que pasa por su punto medio, y también lo es con
respecto a cualquier plano que contenga al eje del cilindro.

8.3.2. Otra version del ejemplo 8.2.2

El mismo ejemplo visto en §8.2.2 ahora sera resuelto usando, en lugar
de (X,Y,Z) o los vectores (p, 6, @), los ejes (X',Y’,Z') donde Z’ esta en la
direccion de la barra y X’ esta en el plano que forma la barra con el eje Z
de la velocidad angular (equivalentemente, es el plano (R, P)).

QO = wk=w(k'cos8~1'sin0)

8.3. MATRICES DE INERCIA CONSTANTES Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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—wsinf
= 0 (8.3.16)
wcos o

Ellos son ejes en los cuales la matriz de inercia es diagonal y

De donde
[ = 1Q
= —w(m;b®+m,c?)sin O’
= w(m;b?+m,c?) (ksin@ — pcosB)
En el Gltimo paso se usd que i/ = pcosH —ksin 6.

El resultado final coincide con (8.2.8).

8.4. EIl caso continuo

8.4.1. Ejemplo: Péndulo de barra continua

Para estudiar el péndulo que consiste en una barra
(largo R) continua (una linea) de densidad A de masa
por unidad de largo se considera un elemento de largo
dp que tiene asociada una posicion pp, masa Adp y
velocidad p¢. Este elemento de barra contribuye al mo- [0

mento angular con R

dZ, = pp x (Ape) dp = kA pp?dp

El momento angular total se obtiene integrando p de
cero hasta R. Entonces el momento angular es

o ~ . (R ~ .R3
eﬁ:k)\q)/ p?dp =kA - (8.4.17)
0
En forma semejante el torque es
n R . R2
T, =—kg sin(p/\/ pdp:—k}\gsin(p? (8.4.18)
0
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& Obtengala ecuacion de péndulos continuos para los cuales la densidad lineal
no es uniforme, sino que depende de s, A(s). Hagalo para el caso general y
también aplique sus resultados para algunas funciones A (s) sencillas.

8.4.2. Densidades de masa y el centro de masa

Un cuerpo rigido continuo ya no es descrito por un conjunto discreto de
masas sino por medio de una funcion densidad de masa. Si el cuerpo
puede ser asimilado a una linea (el caso de una delgada barra ideal),
la densidad de masa es una densidad por unidad de largo y se designa

A (7). Si el cuerpo es una lamina entonces es descrito por una densidad

de masa por unidad de superficie, la que se denota |o(T) |y si se trata de

un volumen se usa la densidad volumétrica | p(F) | Por definicion la integral
de la densidad sobre todo el cuerpo da la masa total M del cuerpo.

La masa total del cuerpo continuo se obtiene integrando su densidad.
Segun la dimension y lo dicho en el parrafo anterio la masa se calcula

M — / A(F)ds
M — / o(F)d.7 (8.4.19)
M = /p(f’)dv

donde ds es un elemento de linea, d.¥ es un elemento de area (como
dxdy 6 pdpde)y dV es un elemento de volumen (como dxdydz
6 pdpdedz 6 r2drsin6dodeg).

El centro de masa en estos casos continu-

0S es una integral de ﬁf’ multiplicado por la A
densidad que corresponda y se integra so-

bre todo el cuerpo. Por ejemplo,

Ry = — / ro(f)d  (8.4.20)
M Jvolumen

Esto se puede ilustrar calculando la posi-

cion del centro de masa de la semiesfera “
Semiesfera z > 0 centrada en el
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z > 0 cuyo centro esta en el origen y ra-

dio R. Por simetria se infiere que Ry tiene

tan solo componente a lo largo del eje Z,

Rg = (O,O,_zG) y Zs se calcula integrando z por la densidad que supon-
dremos uniforme.

Una forma comoda de integrar hace uso de coordenadas esféricas. El
elemento de volumen es d3r = dcos8d@r?dr mientras que z = r cos 8. En-

tonces
L Odcos @ 2"ol . 34
Z = — CcOS CcoS r-ar
G VA A ¢A

_ ? (8.4.21)

& Demuestre que el centro de masa de un alambre semicircular apoyado en
el plano XY de radio R, y > 0, centrado en el origen y con densidad A uniforme

esta en
2R

Xz =0, Yo = - (8.4.22)

8.4.3. Matriz de inercia

En tales casos los momentos de inercia se definen como

i, = [A®) (rzé —x,x1> ds caso lineal
i = [o() (r26 —x,xj> d.s caso laminar  (8.4.23)
ij = Jp(T) ( x,x1> dv caso volumétrico

Ejemplo

Calculo de los momentos de inercia de un cilindro de densidad uniforme
Py: cuyo eje coincide con el eje Z, de radio R, altura h'y cuya cara inferior
esta a altura z,. Su volumen es V = nR?h. Su masa es M = p,nR?h. El
elemento de volumen es

dvV = pdpdedz (8.4.24)
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En este caso r2 es 22+ p?y

lyy = po/[(z2+p2)533—z2}pdpdcpdz

_ Mg (8.4.25)

l, = po/[(zz+p2)c‘511—p2 cos® | pdpdgdz

= % (4 (325 + 3zgh +h?) +3R?) (8.4.26)

El mismo resultado se obtiene al calcular I,,.
También puede verse que los elementos Ii7éj
son nulos.

De este ejemplo se puede tomar casos partic-
ulares:

Primero, una vara se obtiene en el limite R —
0 manteniendo M fijo, lo que requiere que la
densidad volumeétrica tienda a infinito, la matriz
de inercia es

La magnitud de un vector
posicion, segln el teorema de

325+ 3z5h +h? 0 0\ o
M 0 0 Pit ' /Z 1 02,
lvara = 3 0 323+ 3z5h+h? 0 ragoras, es Ve e
0 0 0

(8.4.27)

Primer caso especial, vara con extremo en &, es decir, 2, =0,
100

M h?

000

Segundo caso especial, vara centrada en &, es decir, 2, = —g,

>, /100
000
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El caso de un disco se obtiene del caso del cilindro tomando el limite h— 0
y masa fija M,

v [4B+R* 0 0
| o = — 0 422+R%2 0 (8.4.30)
disco 4 0 9 v
0 0 2R

Caso especial, disco centrado en &, es decir, 2, =0,

100
M R2
|dism:T 010 (8.4.31)
002

& Calcule la matriz de inercia de una superficie cilindrica de radio R, altura h
centrada en el eje Z, con su parte inferior con coordenada z,.

& Determine la matriz de inercia de una cuerpo conico con Z como su eje de
simetria, altura h, radio basal Ry densidad uniforme p,,.

Ejemplito 1:

Consideremos el caso de la figura adjunta. De un dis-
co de radio R que solo puede girar en torno a un eje
horizontal que pasa por su centro—momento de iner-
cia I— cuelga un cuerpo de masa m de un hilo que
se puede desenrollar del disco haciéndolo girar con
velocidad angular w(t).

La ecuacion de movimiento del cuerpo de masa m es

mi=mg—T o

donde T es la tension del hilo que actua sobre el cuer-
po apuntando hacia arriba (negativa). La ecuacion para el disco de la
polea es / = 1, es decir,

lw=RT

En esta ecuacion el torque se debe a la tension que apunta hacia abajo
(positiva) con brazo R. El desplazamiento del cuerpo y la rotacion de la
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polea estan ligados por z= Rw. Al eliminar T entre ambas ecuaciones se
obtiene que
j=_ "9
- m+1/R?

gue significa que el cuerpo desciende con aceleracion constante. <

& Calcule, en funcion del tiempo, la fuerza que el eje ejerce sobre el disco
suponiendo que la masa m parte desde el reposo. Demuestre ademas que la
tension del hilo es constante e igual a Mmg/(M + 3m).

& En una variante del ejemplo anterior se puede reemplazar al hilo ideal con
una masa en el extremo, por una cuerda de densidad A, que se desenrolla debido
a su propio peso.

Ejemplito 2:

La figura representa un péndulo de torsion. Este con-
siste en un disco horizontal de radio R y densidad uni-
forme g, = M/(1R?) que pende de un alambre vertical.

El alambre ejerce un torque proporcional al angulo ¢ ©
de torsion, para recuperar su posicion inicial, cuando es

torcido, T = —K @k, donde K es una caracteristica del alambre. El momen-
to de inercia del disco en torno al eje Z es, segln (8.4.31), | = % R? y por

tanto su momento angular es ¢ = % R? k. La ecuacion dinamica entonces
es

% R2p— Ko (8.4.32)

Esta es una ecuacion tipo oscilador armonico y su solucion, si se impone
condiciones iniciales: (0) =¢, y @(0)=0, es

@(t) = @, cos (\ / %t) (8.4.33)

8.4.4. Ejemplo: discos que se acoplan
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Dos discos tienen momentos de inercia |, e I, con
respecto al eje comdn respecto al cual giran con
velocidades angulares w; y w, respectivamente.
Se desea determinar la velocidad angular @ re-
sultante si los discos son acercados hasta que se
acoplan para formar un solo disco que sigue giran-
do en torno al mismo eje. Para ello se hace uso
que el momento angular se conserva y que el mo-
mento de inercia del nuevo sistema es la simple
suma de los momentos de inercia de las partes,

C= 1,8+ 1,8, = (I, +1,)®

Puesto que todos los vectores son paralelos al eje
comin se puede trabajar con las magnitudes, lo que implica que

| |
0= 1@ T bW
I +15

El proceso de acoplamiento implica una pérdida de energia cinética,

1 1
oK = 5('1‘*’12+|2‘022)_§(|1+|2)w2
2

2
|1+|2 ((1)1—0.)2)

8.4.5. Disco que rota en circulos sobre un plano

Se tiene un eje ver-
tical que nace de un
plano horizontal, de él
nace, a altura R sobre
el plano, un brazo hor-
izontal de largo L y en
cuyo extremo hay un
disco de radio R. El dis-
co tiene densidad uni-
forme, masa total M y
gira en torno a su eje con una velocidad angular dada @,;. Puesto que no
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desliza sobre el plano, ademas gira en torno al eje vertical con velocidad
angular @,, totalmente determinada por la anterior. Se desea determinar
el momento angular del disco.

Se escoge corrdenadas polares, con lo cual

-,

O =pw, =k
lo que determina que la velocidad angular total del disco sea

Q= po, —ke,

El punto material C del disco que en el instante actual esta apoyado sobre
el plano tiene velocidad nula en ese instante, pero, porque es parte de un
sistema rigido con punto fijo, tiene que valer V. = Q x T, esto es,

0=0xT.=(pw, —kw,) x (LH—Rk) = %:le

Para calcular el momento angular se va a usar la matriz de inercia del
disco que ya fue calculada y se la va a multiplicar por Q y como matriz de
inercia se va a usar directamente (8.4.30) con z, = L. Para poder hacer
eso es necesario identificar las direcciones de los ejes (X,Y,Z) usados al
calcular (8.4.30) con las direcciones (¢,k,p) respectivamente. Entonces

! = IdiscoQ se escribe
412 +R? 0 0 0
7 - M 2. R2 R
= 7 0 4L24+R2 0 R,
0 0 2R? W,
0
M
= 7 —(4L2+R?)Rooy
2Ry
. ~4L2+R2\ MR
- (pZR—k :r ) 4“)1 (8.4.34)

8.4.6. Trompo en movimiento conico

Se considera un trompo que consiste en un brazo de largo L que nace de
un punto & en cuyo extremo hay un disco de densidad uniforme, radio R
y masa M.
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El brazo mantendra un angulo 6 =cons-
tante con la vertical tal como indica la
figura. En cada instante el disco esta gi-
rando con velocidad angular @, respec-
to a un sistema fijo al brazo, pero el bra-
zo mismo esta girando con una veloci-
dad angular @, = kw,. Este movimien-
to es posible tan solo si w;, y w, sa-
tisfacen una condicion que se deduce
en lo que sigue. En general el angulo
6 no es constante y el movimiento del
trompo es bastante complicado.

Se puede ver que el torque, debido al
peso, es

T = MgLF x (fcos8 — Bsin8) = —MgLsin 8¢ (8.4.35)
La velocidad angular total del sistema es

Q =-—wf+(Bsinf—Fcosh)w,
= —f (@, + w,c080) + Bw,sin O

El momento angular es IdiscoQ y, para poder hacer uso directo de (8.4.30)
se hace la identificacion (X,Y,Z) con las direcciones (6, ¢,f),

= 1,Qy+ 159
M2 R2Y 0 cing 8 oR2 R
= 7 [(4L°+ R%)w,sin6 0 — 2R*(w, + w,c0s 0)F]  (8.4.36)

Para obtener la relacion entre w; y w, se impone que 7=1. Para tomar

la derivada de 7 se hace uso que @ = w, =constante, w; y 6 también son
constantes. En tal caso

F = @w,sind, éngwzcose
lo que asegura que Z’D @y se obtiene
% [(4L% +R?) w8 sin B cos 8 — 2R?(wy, + w, C0s B) i, sin 6] = —MgLsin 8

que es _Ia _relaciép que deben satisfacer w, y w, para que el trompo tenga
un movimiento conico.
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8.5. Sistemas rigidos sin punto fijo

8.5.1. Ejemplo sencillo

Las leyes necesarias para resolver casos con traslacion ya han sido enun-
ciadas: movimiento del centro de masa y la dinamica de £, y de £

Un ejemplo muy elemental es el de un

cilindro de radio R, masa total M y momen-

to de inercia, con respecto a su centro de

masa, | (I es el momento a lo largo del eje

del cilindro, que con la notacion de §8.4.3 ‘

es l3;3). Hay roce estatico, de modo que el

cilindro rueda sin deslizar por un plano de

inclinacion a. Se tomara ejes cartesianos

con los ejes XY apoyados en el plano incli-

nado y Z perpendicular a él. La direccion

de descenso es X. La direccion Y no jugara papel alguno Las fuerzas pre-
sentes son el peso Mg (icosa — ksin a),lanormal, N = Nk y el roce estatico
F = —F1. El desplazamiento debiera ser descrito por la coordenada X del
centro de masa, pero como el cilindro no desliza, cuando ha girado un
angulo @ ha avanzado una distancia R, esto es X = R¢.

El torque con respecto a G es aquel que ejerce la fuerza de roce y es
T = RF mientras que {5 = | ¢, de modo que

lp= %)’(’ =RF (8.5.1)

La ecuacion de movimiento en la direccion X del centro de masa es
MX = —F +mgsina (8.5.2)

mientras que no existe movimiento en la direccion Z, lo que implica
—F +mgsina =0 (8.5.3)

De (8.5.1) se despeja F y se remmplaza en (8.5.2) obteniéndose que de-
sciende con aceleracion constante:

_ MRZ%gsina
~ 14+MR2
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Si se trata de un cilindro de densidad uniforme | = %MR2 y se obtiene
X = 3gsma Este resultado debe compararse con la aceleracion de un
cuerpo puntual que desciende por el plano sin roce. Se obtiene X =gsina.

8.5.2. Caso general y el centro de masa

Sea S un sistema de referencia inercial (el sistema fijo) y S’ un sistema
cuyo origen esta en el centro de masa G del cuerpo rigido y que se mueve
solidario con el cuerpo. Por cada punto b del cuerpo se tiene

T, =Rs+5,
Puesto que por definicion de &, (d(ﬁb)g = 0, entonces, debido a (8.2.1),

= Vg+ (8.5.4)
Se demuestra facilmente que la energia
cinética es
1 s 2GR Es fundamental, en el con-
K= EMVG+Q'I Q (8.5.5) texto actual, tener presente

gue los vectores p estan
definidos en un sistema de
referencia movil S.

El momento angular, debido a (8.1.16)
y (8.2.3) es

£, =MRgxV5+1°Q (8.5.6)

donde el dltimo término es £,

8.6. Problemas

8.1 Una barra de largo L y masa M y densi-
dad lineal uniforme, puede girar libremente
sobre un eje horizintal colocado en uno de
sus extremos. En el punto medio de la bar- > L M
ra se encuentra un anillo de masa m que
tiene un coeficiente de roce estatico u con
la barra.
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Si el sistema se libera desde el reposo con la barra en posicion hori-
zontal, se observa que el anillo comienza a deslizar cuando la barra
forma un angulo /4 con la horizontal. Determine (a) el momento
de inercia del sistema antes que el anillo comience a deslizar, (b) la
velocidad angular y aceleracion angular de la barra en el instante en
gue el anillo va a comenzar a deslizar, (c) la fuerza que ejerce sobre
la barra el punto de apoyo.

8.2 Sobre una plataforma horizontal esta apoy-
ado un aro de radio R y masa despreciable.
El aro tiene soldada una barra de masa m m
y largo R en la forma que muestra la figura. R
El sistema se libera desde el reposo con la
barra en posicion horizontal.

(a) Determine la magnitud minima que debe tener el coeficiente de
roce estatico entre el aro y la plataforma para que el aro ruede sin
resbalar desde la posiciion inicial; (b) estudie el movimiento en el
caso en que el roce con el suelo es nulo. Describa cualitativamente
el movimiento del centro de masa del sistema y calcule la velocidad
angular maxima que experimeta el sistema.

8.3 Una escalera de masa M y largo L esta apoyada en el suelo y en una
pared vertical formado un angulo a con la pared. El coeficiente de
roce estatico entre la escalera y las supercies de apoyo es L, lo que
permite que la escalera esté estatica. Si una persona (puntual) de
masa m comienza a subir la escalera muy lentamente, calcule hasta
gué posicion puede llegar antes que la escalera comiece a deslizar.

8.4 Sistema: un disco de densidad
uniforme, radio Ry masa M y un
eje de masa despreciable que
une un punto fijo de un plano
horizontal con el centro del dis-
co. El disco gira gira apoyado
en el plano horizontal. (a) De-
termine el momento angular. (b) s
Determine el torque total que
actla sobre el disco.

8.6. PROBLEMAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecanica 185

8.5 Se tiene una especie de péndu-
lo que consta de una vara de
masa despreciable y largo L que
solo puede girar en un plano
vertical en torno a un punto fi-
jo P. En su extremo libre la vara
tiene un disco de densidad uni-
forme, radio R y masa M en g
forma perpendicular a la vara. L
El disco gira, con respecto a la
vara (ella como eje), con ve-
locidad angular uniforme @. (a)

Determine el momento angular
del sistema. (b) Si el sistema se
suelta cuando la vara esta verti-
cal apuntando hacia arriba, una
ecuacion para la velocidad an-
gular de la vara con respecto al
angulo que ella forma con la ver-

tical.
8.6 Considere una barra rigida de masa des-
preciable que tiene N masas m a distan- Q

cia a entre ellas. La barra esta apoyada en
el suelo e inicialmente en posicion vertical.
Estudie el movimiento de la barra cuando
ella es levemente desviada de esa posi-
cion. Suponga que el roce estatico con el
suelo es suficiente para que el punto de
apoyo nunca deslice. ¢Existe algiin mo-
mento en que

el punto de apoyo se despega del suelo? Estudie ademas el limite

simultaneo N — o, a — 0, m — 0 tal que permanecen fijas las canti-
dadesR=NayM=Nm.

8.7 Resuelva ahora el caso anterior con una sola variante: el sistema
tiene dos masas diferentes m; y m, en los extremos de la barra.
Responda las mismas preguntas que antes excepto, naturalmente,
la del limite.
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