Capitulo 1

Movimiento y Coordenadas

1.1. Posicion y movimiento

Los primeros movimientos que fueron de-

scritos por medio de ecuaciones en el marco de lo que entendemos por
fisica posiblemente fueron los que se refieren al movimientos de cuerpos
en el cielo: el movimiento del sol y la luna, el movimiento de las estrellas
y—en un momento culminante—el movimiento de los planetas que nos
dieron Copérnico, Galileo, Kepler y Newton en tres etapas de la historia.

Tolomeo (siglo IlI) describe con mucho in-
genio el movimiento de los planetas colo-
cando a la Tierra al centro. Copérnico (con-
temporéneo de Colbn) expone en 1512
gue el sol esta al centro y los plane-
tas tienen orbitas perfectamente circunferen-
ciales alrededor del sol. Casi un siglo des-
pués Kepler descubre que las orbitas de los
planetas son realmente elipticas. Su “Nue-
va Astronomia” es publicada en 1607. Cuan-
do en 1632 Galileo publicé su libro “Dialo-
gos sobre los dos sistemas del mundo” (el de
Tolomeo y el de Copérnico), fue acusado y
enjuiciado por la Inquisicion.

Todas estas primeras des-
cripciones cuantitativas de
movimiento se hicieron como
si los cuerpos fuesen simples
puntos en movimiento ya que,
en efecto, de este modo lo
esencial queda descrito por -
el movimiento del centro del
cuerpo. Normalemente, el
movimiento descrito abarca
una trayectoria muchisimas ve-
ces mas grande que el tamafio
del cuerpo en cuestion.
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Por ejemplo, el diametro de la Tierra es cien mil veces mas chico que el
diametro de su orbita alrededor del sol.

Otro de los muchos aportes de Galileo fue describir que el movimiento
de cuerpos en caida libre y el movimiento de proyectiles en lanzamiento
balistico depende de la llamada aceleracion de gravedad, g. Al nivel del
mar g = 9,8 [3].

Aceptemos, entonces, que la atencion en una buena parte del estudio de
MECANICA estara dirigida a describir puntos en movimiento.

> El pasajero de un vehiculo, sefior D, le comenta a su vecino T que aquel
pequefio insecto sobre el otro asiento esta totalmente quieto. Lo cual quiere
decir que el insecto esta quieto con respecto al vehiculo, pero este Ultimo
va a 50 Km/hr con respecto a la carretera.

Para describir el movimiento de un punto es necesario establecer una
referencia respecto a la cual se define velocidades y qué esta inmovil.
Para describir movimiento en tres dimensiones y—a veces en un plano,
es decir, en dos dimensiones—Ia posicion del punto en estudio es descrito
por un vector T (t). El vector posicion T (t) siempre se define en relacion a
una referencia particular y mas aun, debe estar definido un punto & que
es el origen de coordenadas.

> Poco rato después el sefior D observa que el insecto esta caminando
por la pared plana del interior del vehiculo. Rapidamente D escoge un punto
0 sobre la pared y dos vectores unitarios perpendiculares entre si: Ty jy
logra determinar que el movimiento del insecto queda bien descrito por

F(t) =Ry (Tcos(2mt/ty) + jsin(2mt /ty) )

donde R, = 10[cm] y t, = 2[minutos]. ¢qué tipo de movimiento es éste?
Primero calcule la magnitud de este vector, ||F(t)|| = v/-Fy compruebe que
resulta R, es decir, la magnitud del vector posicion no cambia con el tiempo.
En el instante t = 0 se tiene 7(0) = R, 7 mientras que en el instante t; = %0 es
7(t;) =R, J. Dibuje la trayectoria del insecto y sobre esa trayectoria marque
parte del itinerario, segin las definiciones que se dan a continuacion.

El vector posicion T (t) define, en su evolucion, un conjunto de puntos que
se denomina trayectoria. El itinerario agrega a la trayectoria la informacion
del valor de t en el cual el punto en movimiento pasa por las diversas
posiciones de la trayectoria.
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Mecanica 11

> Una trayectoria puede ser definida como una relacién entre las coorde-
nadas. Por ejemplo, un objeto en un plano, con coordenadas cartesianas
(x,y) puede tener una trayectoria dada por

Xy
bt
Otro ejemplo
47m
== K (Xm - X) X

gue representa un movimiento parabo6lico en el plano vertical XZ tal que
cuando x = 0 y también cuando x = X, resulta z = 0 mientras que cuando
X = Xm/2 la coordenada z alcanza un valor maximo z = zp,.

La velocidad es la variacion de la posicion en el tiempo, y la aceleracion
es la variacion de la velocidad en el tiempo

dr(t) _dv(t)  der

V()= —2, at) = —— = 5

it (1.1.1)

> Al definir al vector velocidad como la derivada del vector posicion se
esta definiendo a la velocidad como el siguiente limite:

_dr_ T+ =)

() = dt ~ e=0 £

Para terminar de aclarar este punto compruebe, mediante un dibujo, que
el vector velocidad asociado a un movimiento circunferencial es necesaria-
mente un vector tangencial a la circunferencia.

Las expresiones anteriores pueden ser invertidas. Por ejemplo, la defini-
cion de velocidad recién dada puede ser integrada—utilizando como va-
riable de integracion a una variable auxiliar t’, desde un tiempo escogido
t, hasta un tiempo arbitrario t,

P(t) —T(ty) = /t ) dt (1.1.2)

0

gue es mas conveniente escribir como

F(t) =T(t,) + tV(t’) dt’ (1.1.3)

t

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



12 P. Cordero S. & R. Soto B. version de 16 de marzo de 2004

Si en la expresion anterior se escoge t =t, el término integral es nulo—
porque el dominio de integracion es nulo—y resulta una identidad.

En forma entéramente similar se puede invertir la definicion de aceleracion
obteniéndose

v(t) = W(t,) + /t At dt (1.1.4)

EJEmMPLO: Problema de lanzamien-

to de un objeto desde una posicion _ o

inicial 7(t,) = 7, con una velocidad Unidades: En estas notas se utilizara el sistema
0 0 MKS de unidades. Las longitudes se expresan

V(t,) = V, sabiendo que la acele- :
en metros, el tiempo en segundos y la masa en

racion tiene un valor fijo: d(t) = g.

- ) kilbgramos.
Primero se usa (1.1.4) y se obtiene
t
V(t) =V, + g/ dt' =Vy+ (t—t)d caminata normal 1
) - maxima velocidad en ciudad 18
o (1.1.5) Vmax €N caida libre 50
Luego se usa esta Ultima expre- avion comercial 275
siobn en (1.1.3) y puede compro- velocidad del sonido en Valparaiso 340
barse que arroja
(t— to)z Valor aproximado de algunas velocidades
() =To+(t—t) Vo + g comunes expresadas en metros por segundo.
(1.1.6)

Si el movimiento de un punto P es descrito
desde dos origenes &'y &’ fijos, los vectores
posicion Ty T’ se relacionan por

P(t)= 00" +7 (1) r

Puesto que 00" no depende del tiempo, la
velocidad y la aceleracion respecto a ambos
origenes son iguales.

(0 o’
& ¢A qué velocidad le crece el pelo? ¢Cual es el record en carreras de 100
metros? ¢ A qué velocidad remacha un buen tenista?

& Si un automovil va a 18 metros por segundo y frena con una aceleracion
negativa de magnitud 2g, ¢en qué distancia se detiene? ¢ Cuanto vale su “peso”
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Mecéanica 13

en ese momento? Esta pregunta se refiere a la fuerza asociada a la aceleracion
total.

& Suponga que un vehiculo que iba a 18 metros por segundo en el momen-
to de chocar contra un obstaculo duro, es detenido en un décimo de segundo,
a través de un proceso con aceleracion uniforme. ¢ Cual es el valor de la acel-
eracion durante este proceso?

& Calcule la velocidad con que llega al suelo un cuerpo que es soltado en
reposo desde una altura h. ;Aproximadamente desde qué altura se atreveria
usted a saltar al suelo? ¢A qué velocidad golpean sus pies el suelo? Desde el
momento t, en que sus pies tocan el suelo hasta que su tronco se detiene, t,, los
musculos de las piernas actuan como freno. Para simplificar, suponga que esa
“frenada” es una aceleracion negativa constante a, en el lapso (t,,t;). Dé algin
valor realista al cambio de altura del su tronco en ese lapso y deduzca un valor
numérico para a,. Compare ese valor con la aceleracion de gravedad.

& Sise sabe que la velocidad de un punto como funcion del tiempo es
V(t) = wRy [~Tsinwt + jcos wt] + kv,

y que la posicion ent =0 es 7(0) =R, determine la posicién del punto en todo
instante t > 0 y también la aceleracion &(t). Haga un dibujo 3D del movimiento
del punto y dibuje la direccion en que apunta &(t) en distintas partes de esa
trayectoria.

1.2. Coordenadas y movimiento

El movimiento se puede describir con diversos tipos de coordenadas. En
lo que sigue se define tres sistemas de coordenadas que se usara en
Mecanica: coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas. Para cada
uno de estos sistemas de coordenadas tridimensionales se define tres co-
ordenadas escalares que son (X,y,z) en cartesianas, (p, ¢,z) en cilindricas
y (1,0, @) en esféricas y ademas se define vectores unitarios asociados a
esas coordenadas espaciales: (1, j,k), (9,@,k) y (f,0,¢). Estos vectores
unitarios apuntan en una direccion que, en general, depende del pun-
to que se esta describiendo. Sélo en coordenadas cartesianas esto no
ocurre asi.
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1.2.1. Coordenadas cartesianas

Ellas se basan en los ejes mutuamente perpendiculares X, Y y Z. Estos
ejes tienen asociados los vectores unitarios (T, J, k) Los ejes y los vectores
unitarios asociados se suponen fijos al sistema de referencia en el cual se
describe el movimiento. Los vectores de posicion, velocidad y aceleracion
son

) = x®T+yt)i+z(t)
v(t) () T+y(t) T+2(t)
at) = XMT+yt)1+2(t)
coordenadas vectores

X,V, Z i ]k

k
k (1.2.1)
k

Las coordenadas (x(t),y(t),z(t)) de un punto movil dependen del tiempo
pero los vectores unitarios son constantes.

1.2.2. Coordenadas cilindricas

Dado un punto P con coordenadas cartesianas (x,Y,z) se dibuja un cilindro
cuyo eje coincide con el eje Z y con radio p = 1/x?+Y2, de tal modo que
P esta en el manto del cilindro cuyo radio es p. La proyeccion al plano
XY del vector posicion ¥ del punto P tiene longitud p y forma un angulo ¢
con el eje X. Las coordenadas cilindricas de P son las cantidades (p, ¢,z).
La relacion con las coordenadas
cartesianas es

X = pCcosQ
y = psing (1.2.2)
7 = 12

A este sistema de coordenadas se
asocia vectores unitarios gfz, ®,k)
los que se relacionan a (1, J,k) por
= Tcos@+ jsing
= —fsing+jcosg

k (1.2.3)

=~ S
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Estos vectores unitarios apuntan, en cada punto P escogido, en la direc-
cion en que una sola de las coordenadas cilindricas varia.

Por ejemplo, si se considera un punto Q in-
finitesimalmente cercano a P que comparte
con P el mismo valor de p y de z, y solo di-
fieren por la coordenada ¢, ((pQ =@+ do)

entonces el vector ¢ apunta en la direccion
de PaQ.

coordenadas vectores
P, 9,z P, ¢,k

A diferencia del sistema cartesiano de co-
ordenadas, aca la direccion de los vectores
unitarios basicos depende del punto P que
se esté considerando.

Al describir un movimiento los vectores base p y @ en general cambian de
orientacion. Las derivadas temporales de ellos es proporcional a ¢,

= 09
= —¢p

S r o

En el caso de un punto movil las coordenadas
dependen en general del tiempo: (p(t), (t),z(t)) /\
y de los tres vectores unitarios dos son variables
y ellos dependen del angulo @ que es una coor-
denada que en general depende del tiempo, es
decir: (p((1)), p(e(t)),k).

A esto se debe que al derivar con respecto al
tiempo, las coordenadas se derivan directamente
con respecto al tiempo, mientras que los vectores
unitarios se derivan utilizando la regla de la cade-
na. Por ejemplo,

dp dpo _dedp

P=1t pero dt ~ dt do

Con todo lo anterior los vectores de posicion, velocidad y aceleracion en
coordenadas cilindricas son
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T = pp+ik
V = pp+pop+ik (1.2.4)
a = (p-pe?) p+ (209+p@) 9+ ik

Notese que el Gltimo paréntesis se puede escribir

. | )
200+ pp= ot (p*0) (1.2.5)

Todas las cantidades, excepto K, dependen en general del tiempo, sin em-
bargo para que la notacion no aparezca tan pesada se ha omitido colocar
“(t)” en cada factor.

Ahora se puede volver a mirar el significado de la frase que dice que los
“vectores unitarios apuntan, en cada punto P escogido, en la direccion
en que una sola de las coordenadas cilindricas varia. . En efecto, si se
diferencia ¥ dado en (1.2.4) se obtiene dr = dpﬁ—l—pg—gdqo-l-dzﬁ, pero g—g =

(2) por lo que se obtiene
dr=dpp+pdo@-+dzk

Cada uno de los tres sumandos anteriores contiene la diferencial de una
de las tres coordenadas cilindricas. Si se varia una sola coordenada, esa
es la Unica diferencial no nula, y dr apunta, como se ha dicho, en la direc-
cion del correspondiente vector unitario.

& Estudie el movimiento de un punto P para el cual las coordenadas cilindric-
as en todo momento son: p = p,, P(t) = 3 ayt?, z(t) = Ag(t). Obtenga el vector
velocidad y aceleracion y describa la geometria de la trayectoria en detalle.

Indicaciones: La posicion de T siempre es p; = Rp y la posicion de M puede es-
cribirse como By, = B — L(t) @, donde L(t) es el largo variable de T a M. También
hay que tomar en cuenta que si en un intervalo el punto T recorre una distancia
s, en ese intervalo la longitud L(t) crece en esa misma cantidad s.

1.2.3. Coordenadas esféricas
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Mecanica 17

Las coordenadas esféricas de un punto A
P son: la distancia r de P al origen, el
angulo 6 que forma ¥ con el eje Z y el
angulo ¢ que ya fue definido para coor-

denadas cilindricas: (r, 8, @). Se relacio- 5
nan a las coordenadas cartesianas por 0/ ;

=
= rsinfcos@
y = rsin@sing (1.2.6)
Z = rcosé
A estas coordenadas se asocia vec-
tores unitarios y ellos son
P = (fcos@+ jsing)sin6+kcosd
6 (Tcos@+ jsing) cos@ —ksin®
@ = —fsing+jcose
Se destaca que
k = Fcos6—6sin6 (1.2.7)
p=Ticos@+jsing = 6cosO+7sind (1.2.8)

coordenadas vectores
r,o,e f,0, ¢

Tal como en el caso anterior, los vectores unitarios basicos dependen del
punto que se esté considerando y por tanto ellos, en general, varian con
el tiempo. Sus derivadas son

= @@sin6+66
epcosO — Of (1.2.9)
= —@(BcosO+Fsing)

S>> O =
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Con lo anterior se puede obtener expresiones para la posicion, la veloci-
dad y la aceleracion en coordenadas esféricas,

ro=ri B
V =if+rpesin8+ro0

- . e - . ~ 2' _2 C A
d :(r—rez—r(PZSinZ@)f—i—(r6+2f6—r(pzsin60056)9+%:?z)210)

& Compruebe que A A
dr=7fdr+60rd8+ @rsin6de

& Considere un cono con vértice en el origen y eje que coin-
cide con el eje Z y cuyo angulo de apertura es 6 (es decir,
las rectas sobre el manto forman angulo 6 con el eje Z). De- O
scriba en coordenadas esféricas el movimentos de un punto
que baja por el manto de este cono si se sabe que pierde
altura a velocidad constante (es decir, la coordenada z(t)
satisface Z = —v;) y que ademas Q= wy,. Tome como condi-
cion inicial que el punto esta sobre el manto con r(0) =R,y

©(0) =0.

1.3. Velocidad angular

La velocidad angular expresa la tasa de cambio de orientacion que sufre
el vector posicion ¥ cuando se desarrolla el movimiento. El concepto de
velocidad angular, @, esta ligado al origen de coordenadas que se esco-
ja y expresa tanto la tasa de variacion de orientacion como también la
orientacion del eje en torno al cual T rota. Ella se puede expresar como
el producto cruz entre los vectores posicion y velocidad, dividido por el
cuadrado de la magnitud de T,
rxVv
Ot)= —— 13.1
W= —

Se ilustra lo anterior con un ejemplo.
EJEMPLO: Un movimiento uniforme y rectilineo paralelo al eje X y a distan-
cia b de él es descrito por

F=bj+ (X —Vot)T = V=—y,i (1.3.2)

1.3. VELOCIDAD ANGULAR Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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se muestra en la figura 1.1,

Figura 1.1: Un movimiento rectilineo y uniforme. Se conocen by v,. movrecs

b
X=Xg—Vgt, y=>h, o= arctanm (1.3.3)

De los datos dados en (1.3.2) y de la definicion de & se obtiene que

A

bvyk
b2 + (g — Vot)?

&= (1.3.4)

Por otro lado, se puede calcular @ directamente de observar que

tang =

Derivando esta relacion con respecto al tiempo se obtiene que w = ¢ vale

bv,

w =

(1.3.5)

gue es coherente con la expresion para la forma vectorial de la velocidad
angular.

Notese que si se hubiera escogido el origen sobre la recta, se tendria que
b =0y se habria obtenido velocidad angular nula. «

La velocidad angular, entonces, depende del origen & respecto al cual
se define. Estrictamente ademas, la velocidad angular es un vector cuya
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magnitud es dg/dt y que apunta en la direccion del eje respecto al cual
el punto en movimento gira visto desde ese origen. Se usa la regla de la
mano derecha. En el ejemplo anterior la velocidad angular apunta en la
direccion k, y la velocidad angular vectorial en ese ejemplo es & = wk.

Un cololario de lo anterior es que si se tiene una funcion vectorial cualquiera
A(t) tridimensional, la variacion de su orientacion en el tiempo es

W, = A xd—A
ATIAR T dt

Si se hace el producto cruz de cada miembro de esta igualdad con A se
obtiene

-

-, ~ dl& _"((jj_ﬁ—»
e Al

Pero si A es una funcién vectorial que cambia de orientacion en el tiempo
tal que su magnitud permanece constante, entonces A-A = constante lo

que implica que A- %—ﬁ = 0. En tal caso la Gltima ecuacion se reduce a

—

dA — bnd B —
a Wy X A = A- A = constante (1.3.6)

Un par de problemas:

& Considere una circunferencia de radio R en el plano XY centrada en un punto
del eje X a distancia a del origen. Suponga un punto P que se mueve con rapidez
uniforme v, sobre esa circunferencia y determine la velocidad angular de P con
respecto al origen.

& Un disco de radio R rueda sin resbalar por un suelo horizontal (el eje de
rotacion de la rueda es horizontal). Su centro & tiene aceleracion constante & =
ayi. Encuentre la magnitud de la velocidad angular con respecto a &'y obtenga
la aceleracion de cualquier punto P sobre el borde del disco, relativa al suelo.
Encuentre los vectores f y i de la trayectoria de P como funcion del angulo ¢ que
©O'P forma con la vertical. Obtenga la magnitud de la aceleracion centripeta y el
radio de curvatura de la trayectoria de P.
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1.4. Rapidez, aceleracion centripeta y tangen-
cial

1.4.1. Velocidad y rapidez

A As B

N

Figura 1.2: Cada punto A de una trayectoria (curva diferenciable) tiene asociado un
centro de curvatura C y un radio de curvatura p.. El arco de trayectoria As que describe
un punto movil en un pequefio intervalo At es As = p.Aa donde Aa es el angulo que
subtiende tal arco desde C. La cuerda asociada tiene una longitud que coincide con
la magnitud del vector AF(t) = F(t +At) —F(t). El &ngulo entre la tangente en A a la
trayectoria y AT es %Aa. En el limite At — 0 la tangente al arco en A apunta en la misma
direccion que la cuerda.

Considere la trayectoria de un punto en movimiento y sean Ay B las posi-
ciones del punto sobre su trayectoria en instantes t y t + At. Si se denota
por As al largo del arco de trayectoria desde A a B, se define la rapidez del
punto movil sobre su trayectoria como

. As ds
v= Iim =

— = _= 14.1
AM—0 At dt ( )

que es una cantidad escalar. A continuacion se vera la m
relacion que existe entre el concepto de velocidad V(t) y

el de rapidez v(t). R
Se define radianes de modo que el largo S de un arco de
circunferencia, de radio R, que tiene asociado un angulo a
aes
S=Ra (1.4.2)
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Un pequefio arco AB de una curva se puede aproximar a un arco de cir-
cunferencia centrada en un punto C con algin radio pg, tal que el arco
subtiende un pequefio angulo Aa. La longitud As de un arco se relaciona
al elemento de angulo por

As = p- Aa (1.4.3)

La longitud de la cuerda asociada es AB = 2p,sin AT". Puesto que en el
limite de angulo muy pequefio, el seno de un angulo se aproxima por el
angulo mismo, entonces en ese limite la longitud de la cuerda es p-Aa 'y
coincide con la longitud del arco. Este resultado sirve, en el parrafo que
sigue, para relacionar la magnitud de la velocidad con la rapidez.

Los vectores posicion T(t) y T (t 4+ At) del movimiento de un punto difieren
en

AT = T(t+At)—T(t)
AT(E) pr
At

~ V(t)At

Q

Tomando el limite At — 0 se obtiene que dr (t) = V(t)dt. Pero en el parrafo
anterior se vido que la cuerda, que en este caso tiene longitud [|ATF(t)]|,
coincide en el limite en que At es infinitesimal, con el arco As:

e lar@)]]
VI = Jim =5
. Ds(t)
AIIILnO At
= |v(t)] (1.4.4)
es decir,
[V = [v] (1.4.5)

De (1.4.3) también se sabe que el radio de curvatura de una trayectoria

esta dado por
ds

Sea |t | el vector unitario, tangente a la trayectoria de un punto, que apunta
en la misma direccion que dr, es decir, en la misma direccion que V, pero
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no apuntan necesariamente en el mismo sentido. Se escoge como defini-
cion que el vector unitario f apunte en el sentido en el cual crece el arco
s(t) recorrido, de tal modo que

V(t) =v(t)t (1.4.7)

En resumen, la velocidad es siempre tangencial a la trayectoria y la mag-
nitud de la velocidad coincide con el valor absoluto de la rapidez.

& En un parque de diversiones hay un juego que consiste en disparar a un
blanco movil que se desplaza a velocidad constante V; a lo largo de una recta L.
Se sabe que los proyectiles salen desde el sitio D de disparo con rapidez v,,. Si en
el instante en que se hace el disparo el blanco esta al pie de la perpendicular—de
largo b—que va de D a L, ¢.con qué angulo se debe hacer el disparo para dar en
el blanco?

1.4.2. Coordenadas intrinsecas

Los vectoresf y A. Puesto que el vector f es unitario

t-t=1 implica f- % =0 (1.4.8)
es decir, el vector df/dt es ortogonal a . La figura 1.3 debiera ayudar a ver
que este vector apunta hacia el centro de curvatura. Se denominara |fi| al
vector unitario que apunta hacia el centro de curvatura. Ya se vid que la
magnitud de cuerda y arco, en el caso en gque estos sean muy pequefos,
coincide y ademas se vi6 en (1.4.3) que ese arco es igual al radio multipli-
cado por el elemento de angulo. Puesto que f es unitario, al rotar describe
un arco de radio 1y por tanto la cuerda asociada, que tiene la magnitud de
t, es 1 multiplicado por el elemento de angulo, es decir, ||df|| = da. Usando
(1.4.6) se obtiene que

~

- . t 1.
di=dah= ds A equivalentemente dt =—~n (1.4.9)

Pc ds  pc
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Figura 1.3: El vector df =1{(t + ) —(t) donde ¢ es un tiempo muy pequefio, es un vector
que, en el limite € — 0, apunta hacia el centro de curvatura. En la figura el vector f(t + €)
ha sido trasladado al punto correspondiente al tiempo t para poder hacer la diferencia
geométricamente. Fig12

1.4.3. Aceleracion centripeta y tangencial

La aceleracion es la derivada de la velocidad,

dv(t)  d ()

M = 5 ="
df  dv(t) .
vt 5 + %t (1.4.10)

El Gltimo término en esta expresion es la parte de la aceleracion que apun-
ta tangencial a la trayectoria. Se la llama aceleracion tangencial. El primer
término a la derecha es

df ds di
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pero ds/dt =v(t) y df/ds =i/ p. por lo que la aceleracion se puede escribir

2
at) = Vp—(:)ﬁ+d‘(;—(tt)f

= an(t) +a(t)

(1.4.12)

El primer término es un vector que apunta hacia el centro de curvatura y
se lo conoce como aceleracion centripeta. El segundo es la aceleracion
tangencial.

& Demuestre que el radio de curvatura es igual a

V2 v3

Pe = TExa] = oxa| (1.4.13)

EJEMPLO: Consideremos un punto en movimiento en un plano cuya trayec-
toria es descrita por una circunferencia:

T=R, (Tcosp+jsing), @=q(t) (1.4.14)
Diferenciando se obtiene
dP =R, (—Tsing+ jcos @) dg (1.4.15)

cuya magnitud es
||d7|| =R,d@ =ds (1.4.16)

En este caso el vector tangencial es
f=—Tsing+ jcosg (1.4.17)

De aqui se puede calcular df/ds porque de (1.4.6) ya se sabe que dg/ds =
1/pc: Y en el presente caso es p- = R, y se obtiene

A=—fcosp— jsing (1.4.18)

Para poder calcular la velocidad y la aceleracion es necesario dar la de-
pendencia del vector posicion en el tiempo. Supongamos el caso particu-
lar en que el angulo varia linealmente con el tiempo, ¢ = wt, es decir, hay
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una velocidad angular constante: ¢ = w. Entonces, tal como ya se sabe
de (1.4.7), la velocidad es tangente a la trayectoria, y en este case es

V=wR,f (1.4.19)

de donde la rapidez resulta constante: v = wR,,.

Se puede ver también que en este caso particular la aceleracion tangen-
cial es nula debido a que la rapidez es constante. La aceleracion centripe-
ta es w
an(t) = = (—Tcos wt — jsin wt) (1.4.20)
0
que apunta siempre hacia el centro. «

& Si un automovil toma una curva de 50 metros de radio (aproximadamente
media cuadra) a 24 metros por segundo, ¢cuanto vale la aceleracion centripeta?
¢Es una fraccion de g o es mayor que g?

& Siun avidn va a dos veces la velocidad del sonido y gira describiendo un
arco de circunferencia, ¢cual es el valor minimo que puede tener ese radio si la
acelaracion maxima que soporta el piloto es 6g?

& Considere el movimiento de un punto que describe la trayectoria plana
T=p, (Tcos @+ jsing) +TB ¢ (1.4.21)

con @ = wt. Tanto p, como B son constantes dadas. Determine ds/d¢, y por
tanto ds/dt; calcule el vector tangente unitario (t) en funcion del tiempo; obtenga
el vector velocidad en cualquier instante t y también calcule la aceleracion &(t) e
indique los valores de las partes centripeta y tangencial.

. , . N A
& Un hilo de grosor nulo esta enrollado en una circun- 0

ferencia de radio R manteniendo tensa la punta libre M. —
La parte no enrollada siempre es tangente a la circun-
ferencia y el punto T de tangencia esta totalmente de- ©
terminado por el angulo polar @. El hilo esta siendo de-
senrollado por medio de un mecanismo que hace que
¢ cambie en el tiempo en la forma: @ = %tz, donde a

es un namero dado. Calcular la ecuacion paramétrica
de la trayectoria del extremo M libre del hilo sabiendo
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que inicialmente la parte libre era de largo L, y colgaba verticalmente. Obten-
ga las componentes de la velocidad y la aceleracion expresada con los vectores
unitarios cf) y p. Obtenga los vectores tangente f y normal ii de la trayectoria que
describe M cuando @ crece. También obtenga, para cada punto de la trayectoria
el radio de curvatura.

1.5. Movimientos particulares

A continuacion se presentan algunos movimientos particulares ¥ (t) que
se pueden obtener a partir de datos especificos.

1.5.1. Movimiento uniforme

Un caso muy sencillo es el del movimiento uniforme. Este es aquel para

el cual la velocidad es uniforme y por tanto la aceleracion es nula, @ = 0.
Si se dan como datos la posicion t =t, y que para todo instante

v(t) =7,

se puede invertir la definicion de velocidad y obtener que
t
F(t) = T, +/ v(t')dt’
b

t
tO

1.5.2. Movimiento con aceleracion constante
Esta vez se da como dato que la aceleracion es
ait)=4g

y ademas que la posicion en un instante t, es T, y que la velocidad en un
instante t; es V.
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Integrando la defincion de aceleracion se obtiene que

Una vez conocida la velocidad se calcula la posicion en un instante arbi-
trario integrando una vez mas

t
F(t) = T+ [ v(t)dt

ty
t

_ f'0+/t (V,+3(t' —t)) dt’
0

t2 —t2
= Ty+(t—ty)V,+ (TO — (t_to)tl) d (1.5.3)

Si tanto t, como t; son nulos y V, es denotada V,, la expresion anterior se
reduce sencillamente a

t2
P(O) =Ty +tT+ 5 g (1.5.4)

1.5.3. Movimiento circunferencial

yh

s>

V<

Figura 1.4_: Un movimiento circunferencial de radio p, se describe por la velocdad angu-
lar Ol)(t) = (p(t) circunf
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El movimiento circunferencial general esta caracterizado por el radio fijo p,
de la circunferencia descrita por el punto movil y por la velocidad angular
w(t) = . En este caso los vectores posicion, velocidad y aceleracion en
coordenadas cilindricas son

V() = p, t)&{ (1.5.5)
at) = py [a®)e(t) - (1) (1))
la velocidad angular es w(t) y a(t) es la aceleracion angular
wt) = o)
a(t) = o(t) (1.5.6)

La expresion para d dada arriba quedé naturalmente separada en un
término radial de aceleracion centripeta, —powzf) y un término de acel-

eracion tangencial, p,a(t) .

1.6. Problemas

1.1 Un globo asciende desde la superficie terrestre con velocidad vertical uni-
forme v,. Debido al viento, el globo adquiere una componente horizontal
de velocidad que crece con la altura: v; = az, donde a es una constante
conocida y z es la altura sobre el terreno. Escogiendo el origen de coorde-
nadas en el punto de partida determime: a) La trayectoria del globo; b) la
componente tangencial y normal de la aceleracion en funcion de la altura z.

1.2 El punto de union P entre un piston

y una biela de largo D se mueve a w/
lo largo del eje X debido a que el
ciglienal (disco) de radio a y centro
en un punto fijo C, rota a velocidad
angular w constante. En el instante
t =0 la biela esta horizontal

(6=0,x=D+a). a)Encuentre una expresion para la distancia x(t) entre
Py C como funcion de t. b) Encuentre la velocidad v(t) de P. c) Enla

A

c/8 &
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expresion para v(t) considere el caso a < D y de ahi encuentre una expre-
sion aproximada para la aceleracion de P. ; Como se compara la magnitud
de la aceleracion maxima del piston con la aceleracion del punto A?

1.3 Un punto se mueve ascendiendo por el manto de un cono de eje vertical,
y vértice abajo, de tal modo que asciende a medida que gira en torno al
eje: z=A@. El cono mismo se caracteriza por que las rectas sobre su man-
to que contienen al vértice forman un angulo fijo 6 con el eje. Describa el
movimiento (los vectores T(t), V(t) y &(t)) suponiendo que ¢(t) es una fun-
cion arbitraria. Calcule también la curvatura de la trayectoria como funcion

1.4

dezyde 6.

Una barra rigida de largo d se mueve apoyada entre dos paredes rigidas,

gue forman un angulo recto entre ellas.

Si el angulo 6 es una funcion arbitraria
del tiempo 6 = 6(t), (a) Determine el
vector posicion, velocidad y aceleracion
del punto medio de la barra. (b) El radio
de curvatura de una trayectoria se cal-
cula como p = v3/||V x &||. Calcule el ra-
dio de curvatura de esta trayectoria. In-
terprete el resultado y dibuje la trayecto-
ria. (c) Suponga ahora que el apoyo in-
ferior de la barra se mueve con rapidez
constante. Encuentre la funcion 6(t) que
da lugar a ese movimiento.

1.6. PROBLEMAS
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