Capitulo 2
Dinamica

2.1. Momentum lineal, fuerza y leyes de New-
ton

Gal | I €0 observo gue cuerpos inicialmente en reposo, soltados des-
de la misma altura caen con movimiento uniformemente acelerado y esa
aceleracion es comuln a todos los cuerpos. Tal aceleracion se denomina
aceleracion de gravedad. Si un cuerpo es soltado con velocidad inicial nu-
la desde una altura z, sobre el suelo su altura posterior, como funcion del
tiempo, es g
7(t) =25 — Et2

sin importar cual sea la masa del cuerpo. De lo anterior la aceleracion
resulta ser 7 = —g. Deduzca que el cuerpo llega al suelo con rapidez z =
—4/212,9 donde el signo menos, en este caso, expresa que la velocidad
es hacia abajo.

La cantidad de movimiento o momentum lineal g de una particula de masa
m y velocidad V es
p(t)=mv(t) (2.1.1)

La masa de un cuerpo es normalmente una cantidad fija y se mide en
kilogramos, Ky, salvo que expecificamente se diga lo contrario, se supon-
dra que la masa de un cuerpo es constante.
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Figura 2.1: Los afios en que vivieron algunos de los fundadores de la Mecanica y al-
gunos personajes destacados en otras areas.

> Sin embargo hay casos en que la masa varia. Un ejemplo muy
tipico es el de un cohete que esta expulsando parte de su masa, en
forma de gases, para poder impulsarse.

Para percibir la cantidad de movimiento se puede experimentar dejando
caer desde el reposo dos cuerpo desde la misma altura. Al recibirlos en
nuestras manos y tratar de detenerlos es necesario un “mayor esfuerzo”
cuando la masa del cuerpo es mayor. La razbn de este mayor esfuerzo
reside en que para detener el cuerpo, es decir, para hacer variar su mo-
mentum lineal desde el valor que tiene hasta cero, es necesario aplicar
una fuerza.

Newton descubrio que la relacion general entre la variacion del momentum
(esto es dp/dt) y la fuerza total aplicada es

dp(t)  =ztom
PO _r (2.1.2)
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gue se conoce como la Il ley de Newton.

Un caso especial es que no haya fuerza alguna aplicada. En tal caso
dp/dt = 0 lo que implica que el momentum permanece constante en el
tiempo. Esto implica (masa constante) que la velocidad del cuerpo no
cambia y por tanto la trayectoria es rectilinea. Esta es la | ley de Newton.
Un caso aun mas especial es el de un cuerpo en reposo.

Inversamente, si un cuerpo tiene velocidad constante, entonces la fuerza
total sobre ese cuerpo necesariamente es nula.

En (2.1.2) la fuerza es la fuerza total. Sobre un cuerpo pueden estar ac-
tuando muchas fuerzas simultaneamente y el lado derecho en (2.1.2)
debe tener la suma vectorial de todas las fuerzas que estan actuando
sobre el cuerpo.

> Cuando un mozo lleva un vaso sobre una bandeja hay varias
fuerzas actuando sobre ese vaso: su peso, mg; una fuerza, llamada
normal que la bandeja ejerce sobre el vaso y que es perpendicular a
la superficie de contacto; otra fuerza, esta vez contenida en el plano
de contacto, llamada roce que impide que el vaso deslice en la ban-
deja; también el aire ejerce una fuerza viscosa sobre el vaso, porque
todo fluido (el aire, por ejemplo) tiende a frenar a un cuerpo que se
mueve en él. La lista se podria continuar (la luna, el sol etc).

La Il ley de Newton dice que si el cuerpo A ejerce una fuerza F sobre un
cuerpo B, entonces el cuerpo B ejerce una fuerza —F sobre el cuerpo A.

> Un cuerpo en reposo sobre una mesa ejerce sobre ella su fuerza
peso F = mg, la que apunta verticalmente hacia bajo, y entonces,
segun lalll ley de Newton, la mesa ejerce sobre el cuerpo una fuerza,
llamada normal, sobre el cuerpo, la que vale N = —mg, la cual apunta
verticalmente hacia arriba. Puesto que sobre el cuerpo esta ademas
la atraccion que le ejerce la Tierra (el peso), entonces la fuerza total
sobre este cuerpo es nula, lo que permite entender porqué esta en
reposo.

Normalmente las leyes de Newton se asocian a sistemas de referencia
llamados sistemas de referencia inerciales. Un ejemplo de sistema de
referencia no inercial es un vehiculo describiendo una curva. Un cuerpo
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dejado en reposo respecto al vehiculo tiende a moverse alejandose del
centro de curvatura. Mas adelante se dira que en sistemas de referencia
no inerciales aparecen fuerzas especiales como es la fuerza centrifuga
y la fuerza de Coriolis. Pero en un sistema de referencia inercial no se
presentan tales fuerzas.

2.1.1. Ejemplos de fuerzas

A continuacion se hara mencion de algunas fuerzas que se utiliza en estas
notas. Las fuerzas que se describen a continuacion seran explicadas con
mas detalle mas adelante.

0 Peso. Sobre un cuerpo de masa m cerca de la superficie de la Tierra
actua una fuerza cuya magnitud es mg y apunta “hacia abajo”.

o Gravitacional. La Ley Universal de Gravitacion describe la fuerza de
atraccion gravitacional entre cuerpos masivos.

o Coulomb. Cargas eléctricas se repelen o atraen, segln la Ley de
Coulomb, dependiendo si tienen signo igual o distinto.

o Contacto. En cada punto en que dos cuerpos Ay B estan en contacto
solido-solido aparece una fuerza F,g sobre A debido al contacto con
B (y lo mismo sobre B debido a A). Si se define el plano tangente
al contacto, la fuerza F,; puede ser descompuesta en forma anica
en la suma de dos fuerza: una perpendicular al plano de contacto y
otra paralela a él. Estas dos fuerzas se denominan fuerza normal y
fuerza de roce.

e Normal. Si un cuerpo esta apoyado sobre una superficie, la su-
perfice ejerce una fuerza sobre el cuerpo que corresponde a la
reaccion debido a la fuerza que el cuerpo ejerce sobre la su-
perficie. La normal es una fuerza perpendicular a la superfice
de contacto.

e Roce. Un cuerpo apoyado sobre una superficie puede ejercer
una fuerza paralela a la superficie de contacto. Si la velocidad
relativa entre el cuerpo y la superficie es nula se tiene la fuerza
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de roce estatico y si la velocidad relativa entre el cuerpo y la
superficie no es nula se tiene una fuerza de roce dinamico.

Otras fuerzas seran introducidas mas adeltante. Por el momento sub-
rayamos que Si un cuerpo esta apoyado en una superficie y no hay roce
entre ambos, entonces la Unica fuerza sobre el cuerpo debido a este con-
tacto es la fuerza normal.

2.1.2. Ejemplo de argolla en una vara horizontal que gira

Consideremos el caso de una argolla que puede deslizar, libre de roce,
a lo largo de una vara y esta vara gira barriendo un plano horizontal con
velocidad angular ¢ = w constante. El problema sera descrito con coorde-

Ak

Figura 2.2: Una argolla que puede deslizar libremente, sin roce, a lo largo de una varilla
y la varilla gira barriendo con velocidad angular uniforme ¢ = w un plano horizontal. argolia

nadas cilindricas y los vectores base asociados son (P, o, R) de tal forma
gue k es vertical hacia arriba.

La fuerza total de contacto sobre la argolla, igual que cualquier vector,
puede expresarse con los vectores base:

IE’cont = flﬁ'*' f2 é)+ f3ﬁ

pero la componente en la direccion p representaria roce—ya que es la
direccion en la que puede haber movimiento—por lo cual se debe exigir
que f; =0. Lo que resta, f, ¢+ fyk es normal a la vara y por lo tanto es la
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fuerza llamada normal. Las fuerzas sobre la argolla son: su propio peso
P = —mgk y la fuerza normal N que la varilla ejerce sobre la argolla. En
este caso normal quiere decir ortogonal a la varilla, por lo tanto es una
fuerza que ya se ha mencionado y que puede tener componentes en la
direccion vertical k y también en la direccion ¢. Cambiandole el nombre a
las componentes de la normal, ella se puede escribir

N =Nk+N, @ (2.1.3)
Puesto que la argolla no tiene movimiento horizonal, la fuerza total en esa
direccion debe ser nula, es decir, Nk + P =0, que implica: N, =mg.
Las condiciones que definen el movimiento son
o(t) = , p(0) = py, p(0)=0 (2.1.4)
y, puesto que el movimiento ocurre en un plano horizontal, la aceleracion
tiene la forma (ver (1.2.4)),
d=(p—pg’) p+ (2090+p9) ¢ (2.1.5)

El plantear la Il ley de Newton en coordenadas cilindricas se puede sepa-
rar en una componente radial y otra en la direccion de @ lo que da lugar a
dos ecuaciones escalares

m(2pw) = N (2.1.6)

p—pw?® = 0 (2.1.7)
Al integrar la segunda ecuacion se obtiene

p(t) = py cosh(wt) (2.1.8)

gue da la forma explicita del movimiento a lo largo de la vara. Este resul-
tado implica que p cambia con el tiempo y su variacion esta relacionada a
un coseno hiperbolico. Esto implica, de (2.1.6), que N, no es nulo.

Al usar la forma de p(t), obtenida en (2.1.8), en (2.1.6) se obtiene la ex-
presion para N

N, = 2m w? py sinh(cot) (2.1.9)

Lo que se ha deducido es que la argolla se mueve deslizandose ha-
cia afuera de la argolla. Su distancia al centro de giro: p(t), aumenta
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exponencialmente con el tiempo (en efecto, para tiempos muy grandes
cosh(wt) ~ ).

Si se intenta reproducir la situacion descrita en un experimento real debe-
mos tomar una argolla y una vara tal que haya roce insignificantemente
pequefio entre ambos. Con un motor controlado automaticamente se man-
tendria uniforme la velocidad angular w. Descubririamos, sin embargo,
gue llegaria un momento en que el motor no seria capaz de mantener
contante la velocidad angular, porque la fuerza normal que debe ejercer
sobre la argolla es demasiado grande ya que la componente N, crece
exponencialmente.

2.2. Muchas particulas

Se considera un sistema de N particulas puntuales de masas my, a =
1,2,...,N, de posiciones Ty, velocidades V, y aceleraciones d,. La suma
de las masas se denotara M

N
k=1

y G sera la forma para designar el centro de masa. La posicion y la veloci-
dad de G son

_ 1 &
- 1 &
Cada particula satisface una ecuacion de Newton
av. L
g = R
m,—= = F
2 dt B 2
v, -
N _ E
"N Gt N
(2.2.4)
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gue, al sumarlas dan

dv 4

Md—tG — [lod donde (2.2.5)

— N —

F9 = SR (2.2.6)
k=1

es decir, la variacion del momentum total del sistema esta dado por la
fuerza total que actua sobre el sistema. Vamos a ver, un poco mas abajo,
que esta fuerza total se debe exclusivamente a fuerzas externas al sis-
tema.

La fuerza que ha sido llamada F; es la fuerza total sobre la a-particula
y puede descomponerse en la suma de las fuerzas que le ejercen las
otras particulas del sistema, que llamaremos FL{“ y la suma de las fuerzas
externas 2! que actuan sobre la particula a,

Fa= F24 i (2.2.7)

A suvez f;'{“ esta compuesta de las fuerzas Ifab que cada particula b ejerce

sobre a,
N

fint — ZJ F. (2.2.8)
_— #a

donde automaticamente la fuerza que una particula ejerce sobre si misma
es nula,
F,=0 (2.2.9)

A continuacién se argumenta, a partir de (2.2.6), que las fuerzas internas
no contribuyen a la fuerza total. En efecto, al calcular la contribucion de
las fuerzas internas se tiene

N

> fint — z z Fab (2.2.10)

a=1 a=1b=1

pero por cada sumando Ifab hay otro que es Ifba y el principio de accion y
reaccion establece que F, = —F,, lo que hace que la suma anterior sea

nula. En resumen,
Froe — S 5 (2.2.11)

a
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y por tanto la ecuacion de movimiento para el centro de masa G del sis-

tema es dv
M—C = > fot = pext (2.2.12)
dt .
Corolario: si sobre un sistema de particulas no estan actuando fuerzas
externas, el centro de masa se mueve con velocidad uniforme.

& Estudie el movimiento del centro de masa del sistema compuesto por dos
particulas masivas unidas por un hilo, que rotan en torno a su centro de masay
estan en vuelo libre en presencia de gravedad g.

2.3. Momento Angular y Torque

2.3.1. Ecuaciones generales

Asi como el momentum lineal es una medida de la cantidad de movimiento
de traslacion, el momento angular, Zﬁ, es—en cierto modo—Ia cantidad
de movimiento de rotacion en torno a un punto ¢. Formalmente se define
como la suma de los productos cruz entre las posiciones y los respectivos
momentos lineales

lp(®) = Ta(t) x Pa(t) (23.1)

Por ejemplo, en el caso de la figura 1.1 (caso de una sola particula), ¥ =
bj+ivyt y el momentum es § = my,i, entonces el momento angular del

ejemplo es Zﬁ =-m bVOR.

& Calcule el momento angular Z'ﬁ de una particula que gira con velocidad an-
gular uniforme en torno al punto & describiendo una circunferencia de radio R.

Por su propia definicion el momento angular de una sola particula “1”
apunta en una direccion que es perpendicular al plano que definen 7, y
p,. Esta direccion esta relacionada al eje de giro del punto movil con res-
pecto al punto ¢ en un instante determinado. En general la direccion de
ese eje va cambiando con el tiempo.

> Se tiene dos ruedas de bicicleta de igual geometria —montadas
sobre ejes fijos—girando a igual velocidad angular. La primera es
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una rueda normal mientras que la otra tiene plomo en lugar de aire
en su camara. Al tratar de detenerlas se notara que se requiere de
mas esfuerzo para detener a la rueda con plomo. Esto se debe a que
es mas dificil llevar hasta cero el momento angular de un objeto que
actualmente tiene momento angular mas grande.

Si se toma la derivada con respecto al tiempo del momento angular, y se
supone que las masas son contantes, se obtiene

df, —d(faxPa) < dfa dPa

El primer término del lado derecho es cero porque cada sumando es pro-
porcional a V4 x V5 y el Gltimo término se puede escribir sencillamente
Ta X Pa, €S decir,

-

dé,(t)
dat

3 Fa(t) x R (2.3.3)
a

Para escribir esta Gltima expresion se hizo uso de la segunda ley de New-
ton, (2.1.2). El lado derecho de la expresion anterior es lo que se conoce
como torque total 7, que producen las fuerzas F, sobre el sistema de
particulas,

7, = 3 Fa(t) x B> (2.3.4)

y por tanto

-

ds() _ & toa (2.3.5)

dt ¢
gue quiere decir que la variacion del momento angular se debe a la accion
del torque total que actua sobre el sistema.

Para estudiar la dinamica del momento angular se debe ver el valor del
torque total y la forma de descomponerlo. El torque total 7,; es la suma del
torque de las fuerzas externas y el de las fuerzas internas. Demostremos
que este Ultimo es nulo. Como la suma no depende del nombre de los
indices, se la puede escribir intercambiando el papel de ay b. Luego se
suma ambas sumatorias y se divide por dos,

=int =
Tﬁ - %?‘a X Fab
a7
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1 = 1 -
= E;T'ax Fp+ E;T'b X Fy

1 _
- 32 (Fa—TFy) X Fp (2.3.6)
a’

es decir
T, = z? x & (2.3.7)
17 4 a a

El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas que son
externas al sistema.

> Los frenos, en un vehiculo ejercen torque sobre las ruedas, el
motor también.

Si para un sistema el torque de la fuerza total es nulo, entonces el mo-
mento angular tiene derivada temporal nula, es decir, es constante.

Si para un sistema el torque no es nulo, pero una de sus componentes
es nula todo el tiempo, entonces la correspondiente componente del mo-
mento angular es constante.

2.3.2. Ejemplo: del péndulo esférico al péndulo conico

Si una masa puntual pende de un hilo de largo R,
cuyo otro extremo esta fijo se tiene, en general, un
péndulo esférico. Bajo condiciones iniciales partic-
ulares puede comportarse como un péndulo plano
(el hilo barre siempre un mismo plano vertical) y
puede ser también un péndulo conico cuando la
masa describe una circunferencia con coordenada
cilindrica z fija o, equivalntemente, con coordenada
esférica 6 fija. En la figura adjunta se ha escogi-
do coordenadas esféricas con el polo norte aba-
jo para lograr asi que 6 describa directamente la
desviacion del péndulo con respecto a su posicion
vertical en reposo.
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La fuerza total sobre la masa es la suma de su peso y de la tension del
hilo. En coordenadas esféricas T = —Tf y la aceleracion de gravedad, de
acuerdo a la figura, es

d=g(fFcos@—Bsinb)

Se aprecia que la fuerza total no tiene componente a lo largo de (2) lo que
quiere decir que la componente de la aceleracion dada en (1.2.10) debe
ser nula, esto es,

d o .9
— 6)=0
Mo (r°sin”6)
que implica que existe una constante £,y

. Ly

®= TRZsin?e (23.8)
Si ;5 no es nulo, esta relacion implica que 6 no puede anularse porque eso
daria que @ — . Si se puede afirmar es que la rapidez es muy grande
cuando el péndulo pasa por puntos en que el angulo 6 es muy chico. La
ecuacion de movimiento es reductible entonces a solo dos ecuaciones
escalares: las componentes f y 6:

~mR (6% + ¢?sin?0)  =mgcos® T

mR (0 —R¢?sinOcosH) = —mgsin (2.3.9)

Un péndulo coénico, tal como se aprecia en la figura 2.3, es “conico”
cuando el punto masivo gira describiendo una circunferencia. En tal caso
el angulo 6 permanece en una valor fijo 6.

Se quiere responder a la pregunta ¢bajo qué condiciones un péndulo
esférico tiene movimiento conico? De (2.3.8) se obtiene que en el caso
actual @ es constante, y se denominara w porque es la velocidad angular
del péndulo que gira en torno al eje vertical. Dados Ry g ¢puede tenerse
un péndulo conico para cualquier valor de w?

La segunda de las ecuaciones (2.3.9) se reduce a

g : 1 g
—— = sinf,=—-4/R?—=;
Rw? R w?
Puesto que un coseno debe tener modulo menor que la unidad, se debe

cumplir que
g
> /= 3.
w> \/; (2.3.11)
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Figura 2.3: Un punto material en el extremo de un hilo de largo R gira en una trayectoria
circunferencial de radio p. El otro extremo del hilo esta fijo. Este sistema es un péndulo

conico. pconico

No es posible un péndulo cénico con velocidad angular menor que esta
cota. Dada una velocidad angular w superior a tal cota, el péndulo debe
ser lanzado formando un angulo con la vertical exactamente como el que
se da en (2.3.10).

En resumen, el sistema descrito constituye un péndulo conico tan solo
si la velocidad angular se relaciona con el angulo 6 que el hilo forma
con la vertical por medio de (2.3.10). El radio de la circunferencia es p =

2 &
R2— 9.

2.3.3. El péndulo simple
Consideremos un péndulo plano como el de la figura 2.4. Este consiste

en una particula puntual de masa m, unida al extremo de un hilo cuyo
otro extremo esta fijo en un techo que tomaremos como el punto &. El
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Figura 2.4: Un péndulo consta de un hilo de largo Rfijo en un extremo a un punto &. En
el otro extremo hay una masa puntual m.

movimiento ocurre en un plano. En este ejemplo el torque se debe a la
fuerza peso, §=pcosf —BsinByr=Rp,

T, = Tx(mQ)
= —mRgsinBk (2.3.12)

donde R es el largo del hilo. EI momento angular, por otro lado, es sencil-
lamente Kﬁ =7 xV=mR20k porque V=R 66. De agui que (2.3.5) implique

S

6= R sin@ (2.3.13)
Esta es la ecuacion de movimiento de un péndulo de largo R. El movimien-
to no depende de la masa de la particula que hay en el extremo del hilo.
Esta ecuacion supone que el hilo esta siempre tenso, lo que podria no
ocurrir si el movimiento excede 6 = /2.

Si las oscilaciones son pequefias, 08 < 1, se puede hacer la aproximacion
sinf ~ 0 y la ecuacion queda

0=-26 (2.3.14)

2.3. MOMENTO ANGULAR Y TORQUE Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecanica 45

2.3.4. Uso de coordenadas esféricas: movimiento en su-
perficie conica

Consideremos una superficie conica con eje verti-
cal y veértice abajo. El vértice se escoge como ori- |
gen. Una particula P de masa m desliza sin roce por

la superficie interior del cono bajo los efectos de la o

gravedad.

Se desea plantear las ecuaciones de movimiento en

coordenadas esféricas, las propiedades del momen-

to angular y reducir el problema a uno para la coor- 9
denada esférica r(t). La coordenada 6 es constante

ya que ella es el angulo entre el eje y cualquier gen-

eratriz del cono.

D>

No hay mas fuerzas que el peso y la normal:
mg = mg (—fcos6+Hsind)
N = —N& (2.3.15)

En este caso particular la aceleracion en coordenadas esféricas es

| | .
a:(r—r(pzsinze)f—r(pzsinecosee-i—dtfsmefp (2.3.16)

Puesto que la fuerza total no tiene componente a lo largo de ¢, esa com-
ponente de la aceleracion debe ser nula, lo que se reduce a %(rzgo) =0,
es decir, lo que hay en el interior del paréntesis es una constante

4

5 . .
r“@=cte o bien =
¢ ¢ mr2sin@

(2.3.17)

donde /, es la magnitud del momento angular. En efecto, si se calcula el
momento angular se obtiene

f=mrfx (Pt + @rosind) = —mr2psin6 8 (2.3.18)
gue, por lo que se ha dicho, es un vector de magnitud constante:

{=1,0
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La ecuacion de movimiento a lo largo de f es
F—r@?sin?6 = —gcos O (2.3.19)

Reemplazando en ella la expresion para ¢ se obtiene

EZ
= mz—‘;g —gcosh (2.3.20)

gue es una ecuacion dificil. Pero hay un caso que es interesante: existen
soluciones que corresponden a circunferencias horizontales de radio ry,.
Para estas soluciones r es contante y también i = 0 y entonces el lado
derecho de la Gltima ecuacion debe ser nulo, lo que implica que

2.3.5. Fuerzas centrales

Una fuerza se dice central, con centro en el punto &, si el valor de esta
fuerza en un punto 7 es
F=f()F (2.3.21)

donde T es el vector posicion desde &, r = ||F|| y f = F/r. La magnitud
f(r) = f(r,0, @) de la fuerza es una funcion escalar cualquiera que en los
casos mas importantes solo depende del escalar r.

Mas adelante se vera que importantes fuerzas de la naturaleza son cen-
trales, tales como la que describe la Ley de Gravitacion y también la Ley
de Coulomb entre cargas eléctricas. En ambos casos f solo depende de r
(no depende ni de 6 ni de @), en cambio en el ejemplo del péndulo recién
descrito, la tension del hilo es una fuerza con centro en el punto fijo al
techo que también depende del angulo @.

Si la fuerza total sobre una particula es una fuerza central, con centro en
0, entonces el torque 1, es nulo, porque 1, =T x (f(r)f) = 0 ya que se
trata del producto cruz entre dos vectores paralelos. De esto y de (2.3.5)
se concluye que en un caso asi

dZ

=0 (2.3.22)
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es decir, el momento angular permanece constante, Z(t) = 1?0.

Pero si / es constante, y puesto que 7 =T x P, entonces el plano que
definen los vectores Ty g permanece fijo, es decir, el movimiento trascurre
en un plano fijo.

Resumen: si la fuerza total sobre una particula es una fuerza central, con
centro en &, entonces el momento angular £, es constante en el tiempo
y el movimiento es plano.

Figura 2.5: Si el momento angular se conserva, entonces areas barridas en tiempos
iguales son iguales.

2.3.6. Corolario: una ley de Kepler.

Veremos que si se conserva el momento angular, la linea que une al pun-
to & con el punto que define el vector posicion F(t) barre areas iguales
en tiempos iguales. Para demostrarlo hay que recordar que si se tiene
dos vectores a y b definidos a partir de &, la magnitud del producto & x b
es igual al area del paralelégramo que definen & y b. Si la posicion de la
particula en un instante t es ¥(t), en un pequefio instante posterior t+ ¢ es
rit+e)=r)+ e% =T(t)+ eV(t). El area barrida en este lapso infinites-
imal € es la mitad del area del paraleléogramo (porque es el area de un
triangulo), es decir, esta area infinitesimal vale dS = 3|7 (t) x (F(t) + V(1)) |

que resulta ser dS = 5||F(t) x V(t)|| que es dS = s%. El infinitesimal € es
un elemento de tiempo dt, y de aqui que la conclusion sea que

ds |4

T = o (2.3.23)
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En palabras, la expresion anterior dice que el area barrida por ¥ (t)—a
medida que la particula se mueve en su Orbita—no depende de t y es
proporcional a la magnitud del momento angular. Si la expresion anterior
se integra entre dos instantes arbitrarios t; y t, de la historia de la particula,

el resultado es

l

Es decir, el tiempos iguales (t, —t;) se barren areas iguales S,.

2.3.7. La boleadora

Dos particulas de masas m; y m, unidas por un hilo de largo L son lan-
zadas a volar rotando para que el hilo se mantenga tenso.

m¥, = T+mg

Al sumarlas se obtiene .
MR = Mg
es decir, el centro de masa describe una parabola.
Definamos =T, —T,, esto es, I, =T+T,. Las ecuaciones quedan

m(F+7,) = T+mg
mf, = —T-+m,g

Multiplicando la primera por m,/M, la segunda por —m,;/M y sumando se

obtiene
m,m,

uF=T, = L2

Puesto que esta es una ecuacion con fuerza central, existe un momento
angular conservado. En el caso actual esto implica que ¥ x T es un vector
constante, lo que quiere decir que el plano en que rota la boleadora tiene
una normal que apunta siempre en la misma direccion.

Conviene resolver la ecuacion anterior en coordenadas polares:

F=LFf, V=Lopp, &=—-L¢’f+Lop
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y, puesto que T = —TF la ecuacion vectorial de movimiento se reduce a
dos ecuaciones:

pL@* =T, pL@=0

La segunda de estas ecuaciones implica que ¢ es una constante w, (que
depende de las condiciones iniciales) y la primera sencillamente dice cuan-
to vale la tension: T = L .

2.4. Sistemas de dos particulas: masa reduci-
da

En general las ecuaciones para un sistema de dos particulas se puede
escribir

d%r, .

dr. ~ -

Ya se sabe que la suma de ambas ecuaciones da la dinamica del centro
de masa, ecuacion (2.2.12).

Si se define el vector de posicion relativa y la masa reducida u por

m,m
p=T,—T,=p. — D, =12 2.4.3
P=Tr—Th=p—P H my -+ m, (2.4.3)

entonces la ecuacion (2.4.1) multiplicada por m,/(m; +m,) queda

u(p+7y) = (Fio+ 1)) (2.4.4)

m; +m,

si a esta ecuacion se le suma (2.4.2) multiplicada por —m,/(m; +m,) se

obtiene

— f 245
m+m, 1 m+m, 2 ( )

Uﬁ:ﬁlz‘i‘

Esta ecuacion es equivalente a la ecuacion de una sola particula de masa
U Yy posicion p.
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> El problema de dos particulas se reduce al problema del movimien-
to del centro de masa y a la ecuacion (2.4.5) para el movimiento
relativo.

En el caso usual en que fa= mad la ecuacion anterior se reduce a
up=Fp, caso especial (2.4.6)

qgue es una ecuacion en la que no interviene sino las fuerza entre las
particulas.

El momento angular con respecto a G puede también ser escrito usando
p y la masa reducida u. Para lograrlo se debe observar primero que g, p;
y P, son paralelos y satisfacen

. B TR
Pr=—p, —P=—7p (2.4.7)
1=, 2= m,
Entonces
ZG = mP; X 51 +MyP, X 52
= HPXP (2.4.8)

& Estudie el movimiento de un sistema de dos particulas unidas por un resorte,
lanzado en vuelo balistico. Demuestre que el movimiento relativo es descrito por
la ecuacion

up =—k(p—po)P (2.4.9)

que es un problema sencillo con fuerza central que ya se sabe resolver. El mo-
mento angular respecto a G se conserva y por tanto el movimiento es plano en
el sentido que el plano que definen los vectores p y p se traslada paralelo a
si mismo durante el vuelo del sistema.

2.5. Problemas

2.1 Considere el movimiento de un proyectil lanzado desde (x =0, y = 0) con
velocidad inicial V = (Tcos 6 + jsin8)v, y aceleracion de gravedad g = —g].
a) Determine la trayectoria y(x), la rapidez v(t) en todo momento y el vector
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tangente unitario f. b) Si el proyectil ha sido lanzado desde la base de un
plano inclinado (angulo a y a < 8), determine el angulo 8 6ptimo para que
el proyectil golpee al plano lo mas lejos posible.

2.2 Una cuerpo comienza su movimiento (sin roce) desde la cUspide de una
esfera fija de radio R con rapidez v,. Determinar donde el cuerpo pierde
contacto con la esfera.

2.3 Por un riel circunferencial en posicion
horizontal de radio R avanza un cuerpo
C, de masa m, arrastrando a un cuerpo
C, de masa m, con un hilo de largo Rv/2.

El cuerpo C; es movido por una fuerza 2

de magnitud F conocida y fija que es siempre tangencial a la circunferencia.
En el instante t = 0 los cuerpos parten desde el reposo y en t, completan
una vuelta. a) Calcule la tension del hilo en ese intervalo. b) En el instante
t, se corta el hilo y sobre C; continua actuando la misma fuerza. Obtenga
el instante t; en el cual C; alcanza aC,,.

2.4 En una vara horizonal hay un anillo de
masa m; que puede deslizar por la vara
sin roce alguno. De este anillo sale un hi-
lo en cuyo extremo pende un punto de
masa m,, es decir, se tiene un péndulo
simple que no tiene un punto fijo, sino que
éste desliza en una vara horizontal. En-
contrar una expresion para la tension del
hilo en funcion del angulo @y de @.

2.5 En la situacion de la figura se tiene una
rueda de masa total M y radio R, en-
frentando un peldafio de altura a. Deter-
mine la minima fuerza horizontal F que
se debe aplicar para que la rueda supere
al peldafo.

2.6 Una particula P de masa m se mueve por la superficie interior de un cono
de eje vertical, angulo 6 y vértice abajo. Si sobre P actua una fuerza que,
exprezada en coordenadas esféricas, es F = —yrf, determine las ecua-
ciones de movimiento de P en coordenadas esféricas y obtenga una ex-
presion para su velocidad. Datos iniciales: r(0) = R, ¢(0) = w, F(0) =0.
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2.7

2.8

Resuelva el caso de una argolla de masa m en

una varilla que gira con velocidad angular uni-

forme: @ = w siempre formando un angulo 6

con la vertical. No hay roce entre ambos. Tome

como condiciones iniciales que z(0) =z, y que

2(0) = 0. Si la varilla gira muy lentamente la-
argolla cae hacia ¢. Describa todas las situa-

ciones posibles, desde velocidad angular muy

pequefa hasta muy grande y escriba el valor

de la velocidad angular critica para decidir si

cae o sube.

Indicacion: usando coordenadas cilindricas se puede ver que la varilla apunta
en la direccion unitario f = kcos@ + psin 6. La fuerza total es la suma del peso,
—ng y la fuerza normal, que inicialmente se debe escribir con un vector gener-
al perpendicular a f. Demuestre que la fuerza normal entonces es de la forma:
N = (])N¢+ (Rsine — pcosB)Ny. Una vez que se tiene las fuerzas, la ecuacion de
movimiento (Il ley de Newton) puede ser escrita y descompuesta en tres ecua-
ciones escalares. Hay que tomar en cuenta que la argolla solo se puede mover
a lo largo de la varilla, es decir, siempre se debe satisfacer p(t) = z(t) tan8 (*).
En estas ecuaciones escalares aparecen las cantidades desconocidas N, y Ny
pero si se usa (*) se puede obtener una ecuacion libre de estos coeficientes. Tal
ecuacion entonces se puede integrar y se obtiene z(t). A partir de ahi el problema
es muy sencillo.

Hay un hilo enrollado alrededor de un
cilindro. El eje del cilindro es horizontal,
su radio es R y la altura desde el suelo
al eje es L. En el instante inicial esta de-
senrollada una parte del hilo, de longitud
D, la que se mantiene tirante y horizon-
tal, @ = 0. En esa punta del hilo hay un
cuerpo de masa m. Este cuerpo se suelta
desde el reposo y a medida que cae el hi-
lo se va enrollando. a) Determine la ten-
sion del hilo como funcion del angulo .
b) Dé la forma de la aceleracion y deter-
mine el radio de curvarura. Interprete.

Indicacion: Conviene tomar el origen en el eje del cilindro y escribir el vector posi-
cion del cuerpo como la suma de los vectores posicion del punto P de tangencia

2.5. PROBLEMAS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecanica 53

2.9

2.10

2.11

2.12

del hilo (F, en la direccion p) y el vector que apunta en la direccion del hilo y que
es tangente al cilindro, en la direccion @.

Desde el punto de vista del momento angular estudie el péndulo conico
descrito en la seccion 2.3.2. Haga su estudio en dos casos: (a) cuando el
origen ¢ para definir el momento angular y el torque esta al centro de la
circunferencia que describe la particula y (b) cuando & se escoge en el
punto en gue el hilo se une al techo. En ambos casos escriba el vector
posicion de la masa m usando los vectores unitarios asociados a coorde-
nadas conica, obtenga la velocidad, calcule el momento angular y el torque
y compruebe que (2.3.5) se satisface.

Considere dos anillos que pueden deslizar (sin m
roce), uno alo largo de una barra horizontal y el 0 2
otro a lo largo de una barra vertical bajo el ori-

gen. Ambas barras se unen en el origen. Si am- D

bos anillos, de igual masa, estan unidos por un
hilo de largo D siempre tirante, que inicialmente m
forma un angulo 8, con la horizontal, obtenga la
ecuacion para el angulo 6 y la tension del hilo
en funcion de este angulo.

Un astronauta de masa m se aleja de su nave unido a ella por una cuerda,
pero impulsado por sus propios cohetes. Debido a que se le acaba el com-
bustible debe ser traido de vuelta recogiendo la cuerda. Esto se comienza a
hacer cuando la cuerda esta tirante, tiene una longitud extendida R, desde
la nave y la velocidad angular del astronauta, respecto a la nave, es Q. La
cuerda comienza a ser recogida con rapidez constante v,. Suponga que no
hay complicacion alguna en el momento de comenzar a recoger la cuerda.
a) Encuentre la rapidez del astronauta en funcion de la distancia a la nave.
b) Si se sabe que la cuersa soporta una tension maxima 27mR, Q3 antes
de cortarse, determine a qué distancia de la nave se encuentra el astronau-
ta en el momento en que la cuerda se corta. Nota: la nave tiene masa tan
grande que para todos los efectos de este problema puede tomarse como
un punto fijo.

Un péndulo plano de largo R y masa m es liberado desde su punto mas
bajo (¢ = 0) con una velocidad angular w,. No alcanza a llegar a la ctspide
(altura 2R medida desde el punto mas bajo) porque cuando ¢ toma el valor
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@, el movimiento deja de ser circunferencial. Obtenga una expresion para
cos @, en funcionde m, g, w, y R.
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