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I. Disefio Analdgico de Controladores Digitales.

El disefio analdgico de controladores digitales es una metodologia simple y que permite
utilizar todas las herramientas de disefio ensefiadas en la asignatura de control clasico (espero que
las recuerden).

El disefio de controladores digitales utilizando métodos de disefio en el plano s, puede ser
utilizado en aquellos sistemas de control digital donde el hardware (principalmente procesador
digital y/o conversores ADs), puede operar con frecuencias de muestreo altas comparadas con la
frecuencia natural del lazo de control (®,). Si esto no es posible entonces la metodologia de disefio

discutida en este apunte no es apropiada.

1.1 Efectos Dinamicos del Retentor de Orden Cero

Un sistema de control digital tipicamente se compone de los siguientes elementos:
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Fig. 1. Sistema de control digital

El retentor de orden cero o reconstructor, tiene la funcidén de convertir los pulsos a la salida

del controlador digital en sefiales como las que se muestran en la siguiente figura:
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Fig. 2. Retentor de orden cero.

El retentor de orden cero (zero order hold o ZOH), mantiene constante la salida del

controlador por un instante de muestreo. La funcion de transferencia del retentor de orden cero es:
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Fig. 3. Retardo de transporte producido por el retentor de orden cero.

El ZOH tiene dos efectos que deben ser considerados. El primero es un retardo de
transporte de 7/2, donde 7 es el tiempo de muestreo. Esto se muestra en la Fig. 3. Ademas del

retardo producido por el retentor de orden cero, existen armonicos que son introducidos al sistema.




Si la frecuencia de muestreo es suficientemente alta comparada al ancho de banda del sistema,
estos armodnicos son eliminados y no se reflejan a la salida del sistema de control.
Los armonicos que se producen cuando la frecuencia de muestreo es diez veces mayor que

una onda sinusoidal entregada por el controlador, se muestran en la Fig. 4.
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Fig. 4. Salida de controlador y retentor.

Notese que en la Fig. 4 es claramente es visible el retardo de transporte existente entre el
retentor de orden cero y la salida del controlador. El término “salida del controlador” no es
completamente exacto debido a que la salida de un controlador discreto es una sefial muestreada.
Sin embargo en la Fig. 4 se ha asumido que la envolvente de la salida de la salida del controlador

es una seflal sinusoidal.

Como se muestra en la Fig. 5, la salida del redentor de orden cero contiene la fundamental,

mas armoénicos que estdn ubicados en multiplos de la frecuencia de muestreo.
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Fig. 5. Salida del retentor de orden cero.

I.2 Transformada Bilineal o de Tustin

La definicion de z es:

Un valor aproximado de z se obtiene como:

Utilizando (3) se puede demostrar que:
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z—1
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TS

z+1
La expresion (4) se obtiene de la aproximacion de primer orden de una funcidon exponencial.

Por lo tanto esta expresion tiene mayor exactitud cuando el tiempo de muestreo 7 es menor.

1.3 Disefio de Controladores Digitales Utilizando Métodos de Diseiio Analdégicos

Un controlador digital puede ser disefiado utilizando Root Locus, Bode u otra metodologia de
disefio en el plano s. El controlador asi obtenido se discretiza utilizando la transformada bilineal.
Sin embargo, debe tenerse en cuenta que la transformada bilineal es solo una aproximacion.
Ademas, al disefiar en el plano un s un sistema de control digital, usualmente el retardo de
transporte del retentor de orden cero es despreciado, lo que produce una disminucion del margen
de fase (con su correspondiente efecto desestabilizante) cuando el tiempo de muestreo es bajo.

Si se disefia un sistema de control para la planta de la Fig. 6, considerando cero error en estado
estacionario a entrada escalon, coeficiente de amortiguamiento de 0.8 y frecuencia natural de

30rads™, se obtiene el siguiente controlador PI:

Y(sy 5 Y(s)
4 Gi(s) s+10

Fig. 6. Sistema de control analogico.
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G.(s) = 373 (8+234)
S

Este controlador se obtuvo utilizando el Root-Locus implementado en el comando rltool del

control toolbox de MATLAB . Utilizando la transformada bilineal, un controlador PI tiene la

siguiente funcion de transferencia en el plano z:

"2T—1
2z-1 “Tar
(s+a) et ™ ar o
GC(S):ka = GC(Z):kpﬁ:kp(l—*_ 2) -1
Tz+1

(6)

Finalmente, en el plano z la ecuacion (6) correspondiente a un PI digital puede escribirse

Ccomo:

(7

Gc(z) :kpz%

Al discretizar el PI analdgico de (5) utilizando una frecuencia de muestreo de 900rads™,

(Ts=21/900) correspondientes a ws=30w,, se tiene:

—-0.849

G.(z)=4.034

El correcto funcionamiento del controlador digital de (5) se demuestra utilizando el siguiente

modelo de SIMULINK:
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Fig. 7. Modelo de SIMULINK
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Fig. 8 Respuesta del sistema.

Notese que en el sistema de la Fig. 7 y en el disefio del sistema de control digital, el filtro
antialiasing no ha sido considerado. Esto se debe a que el filtro antialiasing es usualmente

disefiado para una frecuencia de corte de aproximadamente wy/2, lo que en este caso equivale a




o~15m,. Esto es muy alejado de los polos dominantes y por este motivo el efecto del filtro

antialiasing es considerado despreciable.
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Fig. 9. Respuesta amplificada.

Fig. 8 muestra la respuesta del sistema de control discretizado y la respuesta del sistema de
control analdgico original. Fig. 9 muestra una amplificacion del sobrepaso para ambas respuestas.
La respuesta del controlador discretizado es muy similar al obtenido con el sistema de control
analdgico original, con un sobrepaso ligeramente mayor a la respuesta analdgica.

El buen desempetio del controlador discretizado se debe a que la frecuencia de muestreo es
muy alta comparada con la frecuencia natural. Sin embargo si la frecuencia de muestreo se reduce

a 300rads™ correspondiente a ws=10w, (frecuencia de muestreo bastante superior a la de

Shannon), el nuevo controlador, obtenido al discretizar el PI de (5) con T=2n/300 es:
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Fig. 10. Sobrepaso de ambas respuestas.

(z-0.606)

(z-1)

G.(z)=4.64 9)

Fig. 10 muestra el sobrepaso para ambas respuestas. En este caso la respuesta del controlador
discretizado es notoriamente distinta a la respuesta del controlador original. A pesar de que el
controlador todavia funciona en términos que podrian ser aceptables, el coeficiente de
amortiguamiento se ha reducido de 0.8 a aproximadamente 0.6. Esto se debe a que el retardo de
transporte no ha sido considerado en el disefio. Ademas la transformada de Tustin es una

aproximacion que tiene mayor validez cuando el tiempo de muestreo es pequeiio.

Notese en Fig. 10, que la respuesta del controlador discretizado es ligeramente discontinua.
Esto se debe a que el algoritmo de simulacion introduce algunas irregularidades, pero también se

debe a que no se eliminan completamente algunos armoénicos introducidos por el ZOH.
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1.4 Exactitud de los Disenos Realizados Utilizando Tustin.

En general los disefios realizados utilizando Tustin tienen un buen desempefio si es que es
posible utilizar una alta frecuencia de muestreo. Sin embargo, si el hardware utilizado no puede
operar con altas frecuencias de muestreo, el desempefio del controlador discretizado puede ser
notoriamente distinto al obtenido con el controlador analdgico original.

En la Tabla I se muestra el desempefio de un control digital discretizado considerando
distinta frecuencia de muestreo. En el disefio analogico el controlador fue disefiado para

®y=7.07rads™", con un coeficiente de amortiguamiento de £=0.707.

Tabla 1. Influencia de la frecuencia de muestreo en el desempeiio del controlador

discretizado.
®s/ On _ ) )
(@, continuo) Frecuencia natural equivalente Cocficiente de
On al utilizar el disefio amortiguamiento en z
discretizado
1.5 2.34 Inestable
3 4.71 0.11
5 59 0.3
10 6.75 0.511
15 6.95 0.58
20 7.2 0.6
continuo 7.07 0.707

Como se demuestra en la Tabla I, el desempefio del controlador discretizado es bastante mejor

cuando la frecuencia de muestreo es alta comparada con la frecuencia natural del disefio analogico.
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En general la pérdida de amortiguamiento y frecuencia natural de un controlador
discretizado, dependen del sistema de control y del disefio del controlador que se estd
discretizando (PI, PID, lead-lag, etc.). Sin embargo una regla ampliamente aceptada es asumir que
no existe mayor pérdida de desempefio cuando el controlador se discretiza y se utiliza en un
sistema de control digital con una relacion ws/ , > 30. Esto es al menos 7 veces superior al limite
establecido por la velocidad de Nyquist. (recuerde que en la presencia de ceros de lazo cerrado y/o
polos de lazo cerrado mal amortiguado, el ancho de banda de un sistema puede ser hasta dos veces

la frecuencia natural).

I.5 Desventajas de utilizar altas frecuencias de Muestreo.

Como se ha explicado anteriormente, la frecuencia de muestreo a utilizar en un sistema de

control esta limitada por:

a) Limite inferior. Matematicamente el limite inferior es la velocidad de Nyquist que
establece que la frecuencia de muestreo debe ser al menos dos el ancho de banda de

la serial muestreada.

b) Limite superior. El limite superior esta establecido por el hardware utilizado en el
sistema de control. Cuando la frecuencia de muestreo es mayor, menor es el tiempo
disponible para implementar las ecuaciones diferencia del algoritmo de control.
Ademas de lo anterior, para tiempos de muestreo altos puede ser necesario utilizar

conversores A/Ds de mayor resolucion, rapidez y costo.
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La siguiente tabla fue tomada de los apuntes de control digital del profesor Greg Asher de la
Universidad de Nottingham. En ella se muestran los tiempos de procesamiento tipicos para
implementar el lazo de control y lazo de corriente en una maquina. Recuerde que en los sistemas
de control de maquinas eléctricas el lazo de corriente se encuentra anidado en el interior del lazo

de velocidad. Ademas, para ambos lazos, comunmente se utiliza un controlador PI.

Tabla 2. Tiempos de procesamiento de un sistema de control digital utilizando distintos

procesadores
Lazo de | w, o=30w, T uP 780 uP 8086 uController
control a2.5Mhz a 8Mhz 8051
Lazo de 10rads™ 300rads™ 20m$S 3m$S 300uS 15-30uS
velocidad
Lazo de 100rads” | 3000rads™ 2mS 3m$S 300uS 15-30uS
corriente

De acuerdo a lo que se muestra en la tabla, incluso cuando la frecuencia natural de la lazo
de corriente es bastante baja, podrian existir problemas al implementar el sistema de control en un
procesador lento (pero de bajo costo). En la actualidad el Z80 es muy poco utilizado en sistemas
de control digital, pero existen microprocesadores lentos de bajo costo (por ejemplo algunos de la
serie PIC) que no podrian ser utilizados para implementar controladores discretizados, debido a la
alta frecuencia de muestreo necesaria para operar con un buen desempefio dindmico.

Otro punto que se debe considerar es que el procesamiento computacional introduce un
retardo de transporte adicional. Idealmente el tiempo de procesamiento deberia ser menor a un
décimo del tiempo de muestreo (Tprocesamiento<Is/10). Si el tiempo de procesamiento ocupa una
parte significativa del tiempo de muestreo, esto significa que la sefial de control enviada hacia el
actuador se entrega con una muestra de retardo con respecto a la adquisicion de datos (que
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tipicamente se realiza al comienzo de ciclo de procesamiento). Por este motivo, cuando el tiempo
de procesamiento del algoritmo de control es muy alto, se debe considerar un retardo adicional de

un periodo de muestreo al momento de disefiar el controlador.

1.6 Disefio considerando los retardos de transporte.

Una forma alternativa de disefiar un controlador digital, utilizando discretizacion de
controladores analdgicos, es considerar en el disefo los retardos de transporte producidos en el
retentor de orden cero y tiempo de procesamiento. En este caso el sistema de control de la Fig. 6

se modifica a:

Y(s) Y(5)

v
v

10
- s
. G(s) c s+10

Fig. 11. Sistema de control incluyendo retardo de transporte.
Si consideramos que el tiempo de procesamiento es despreciable entonces, para ®=300rads”
(0s=10m,), el retardo de transporte T4=T¢/2=0.0105. Utilizando la aproximacion de Padé de

primer orden, la planta del sistema es transformada a:

10 —10s+1910
s+10 2 +201s+1910

(10)

_ ,5T/2
G,(s)=e”’

Disefiando para una frecuencia natural de 30rads™ coeficiente de amortiguamiento de 0.8, se

obtiene el siguiente controlador:
14




G.(s) = 2895120 ()
S

Discretizando el controlador utilizando la transformada de Tustin y una frecuencia de

muestreo de 300rad™! se obtiene:

(z—0.6465)

z —

G.(z)=3.51 (12)

Fig. 12 muestra la respuesta del controlador discretizado y la respuesta del disefio analdgico
original. Como se muestra en esta figura es posible conservar un coeficiente de amortiguamiento
mas cercano al original (disefio analdgico de (11)) cuando se considera el retardo en el proceso de

disefio.

Controlador
« discretizado

«—

Controlador
Analogico ]

0.8 |

0.6 |-

041}

02}

I I L
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Fig. 12. Controlador discretizado.
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Fig. 13 muestra las respuestas de sistemas de control discretizado a partir de disefios
analogicos que consideran/no consideran los retardos de transportes producidos en el retentor de
orden cero. Como se observa en esta figura, el sobrepaso del controlador disefiado sin considerar
el retardo 7,=T,/2 tiene un mayor sobrepaso, lo que en este caso es indicativo de un menor

coeficiente de amortiguamiento.

1.25 i

Controlador discretizado
«—— Sin considerar retardo

1.15 -

1.05 -

Controlador discretizado
considerando retardo

09~ i

Il L L
0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Fig. 13. Respuesta sin considerar/considerando el retardo de transporte en el disefio.

Las diferencias entre las respuesta del controlador disefiado sin considerar retardo,
considerando retardo y controlador analdgico, se acentuan cuando la razén entre la frecuencia de

muestreo y la frecuencia natural del sistema se reduce atn mas. En la Fig. 13 se muestra la
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respuesta de los tres controladores para s =5m,. Para este caso el controlador digital, disefiado

considerando el retardo de transporte del retentor de orden cero, es:

(z—-0.342)

GC(Z) :556W (13)

En Fig. 14, la respuesta de mayor sobrepaso corresponde al la discretizacion del controlador
mostrado en (5), que no considera retardo. La respuesta de menor sobrepaso corresponde al
controlador analdgico original. En el medio de ambas respuestas se encuentra el controlador
disefiado considerando el retardo de transporte de Ty/2.

En Fig. 14, se verifica claramente que la respuesta del controlador que no considera el retardo

de transporte en su disefio, es muy oscilatoria y alto sobrepaso.

T T

Controladordiscretizado
Sin considerar retardo

T Controladordiscretizado
considerando retardo

=
=
-

-~ -
~—————

0.8+

0.7+

! !
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Fig. 14. Respuesta del sistema considerando ms=5wy.
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A pesar de que el retardo de transporte pueda ser considerado, la implementacion de
controladores digitales a partir de disefios analdgicos, es una técnica que conserva las propiedades
dindmicas del sistema de control solo cuando la razén entre la frecuencia de muestreo y la
frecuencia natural es relativamente alta. Si el hardware utilizado no permite altas razones de g/,
entonces la estrategia de disefio apropiada es utilizar disefio de controladores en el plano z, por

ejemplo utilizando lugar de la raiz digital.

Cuando se utiliza disefio considerando retardo de transporte, una metodologia de disefo
apropiada es utilizar los diagramas de Bode que utilizan una representacién exacta del retardo.
Otra metodologia posible es utilizar lugar de la raiz y representacion del retardo utilizando Padé de
primer o segundo orden. Sin embargo, recuerde que la expansion de Padé es solo una

aproximacion valida para un rango de operacion.
1.6 Antiwinding-up para controladores PI digitales

En el plano z, el controlador digital PI esta dado por la siguiente expresion:

G.(z) :,%M (14)

z—1
La expresion del PI digital puede descomponerse en dos partes, las cuales son:

z

Gc(z)zkc(z_—af)zkp +k, (15)

z— z—1
Donde k, = k.a. y ki = kJ1-a.). El termino k, corresponde a la parte proporcional del controlador.

El termino k; z/(z-1) corresponde a la parte integral del controlador.
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Al igual que lo que se discuti6 en la asignatura de control clésico, antiwinding-up del
componente integral de un controlador PI es necesario cuando la energia de la planta esta limitada.
Esto es coherente con una aplicacion real donde siempre la entrada de la planta esta limitada por el
actuador.

Un sistema que incluye el limitador de entrada a la planta se muestra en la Fig. 15.

Retentor de
Orden cero Limitador

GC(S) o Gzoh I

Y(s)* Y(s)

Planta

\4

A 4
N

Fig. 15. Diagrama de control incluyendo limitador.
Suponiendo que la entrada de la planta se encuentra limitada entre los valores MAX y MIN, las
ecuaciones diferencia del controlador PI, incluyendo antiwinding-up se implementan en el

siguiente programa:

Errorzy*—y;
0,=0¢tk;*Error;
U=0,+k,*Error;
If (U>MAX)
U=MAX;
Elseif (U<MIN)
U=MIN;
Else
0p=0y;
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Op y O, son variables de memoria que se utilizan en la implementacion del integrador de (15).
Utilizando este programa, se asegura que el efecto integral, es decir la linea de programa O¢=0,,
se ejecuta solo cuando la salida del controlador (U) no ha tocado ninguno de los limites MAX,
MIN del actuador. Esto efectivamente detiene la integracion del controlador y evita los
sobrepasos.

Para el sistema de control anterioremente estudiado y mostrado en la Fig. 16, se utilizard un
modelo en SIMULINK, incluyendo antiwinding-up digital implementado en archivos de comando

de MATLAB (archivos tipo m).

Retentor de
Orden cero Limitador

GC(S) _/_’ Gzoh I

Y(s)* Y(s)

A\ 4

A\ 4
A

10/(s+10)

Fig. 16. Sistema de control incluyendo limitador.

El controlador digital a utilizar es el disefiado anteriormente para una frecuencia natural de
30rads™, coeficiente de amortiguamiento de 0.8, frecuencia de muestreo de 900rads™'. La funcion

de transferencia de controlador es:

(z-0.849)

(z-1)

El sistema de control implementado en SIMULINK se muestra en la Fig 17. El PI

G.(z) =4.034 k., =3.245 k; =0.6091 (16)

incluyendo antiwinding up se implementa utilizando el bloque “Matlab function”. El bloque z/z es
un muestreador. Esta funcion de transferencia es unitaria pero obliga al software a muestrear una

sefal analdgica.

20
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| Lo e [L > > »| salica

Z Function s+10
Step Muestreador MATLAB Fcn Saturation Transfer Fcn To Workspace

Zero-Order
Hold

time

Clock To Workspace1

Fig. 17. Sistema de control incluyendo controlador con antiwinding-up.

El bloque “Matlab function” corresponde a:

= =

MATLAR Fon

Faszz the input values to a MATLAR funchion for evaluation. The function
must return a zingle walue having the dimenzionzs zpecified by 'Output
dimenzions' and 'Collapze 2-0 resulks to 1-0°

Examples: zin, gsinfu]. foolul1], u(Z]]

Parameters
FATLAR function:

=
Cutput dimenzions:
B

Cutput zignal bepe; |aut|:| ﬂ
[v Collapze 2-0 results to 1-0

] | Cancel Help |

El archivo de comando de la funcion p i implementada es el siguiente (esta funcion se

encuentra en el archivo p_i.m).
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% Esta funcion implementa un controlador
% PI con antiwinding up

%

function [Vout] = PI(error)

global Oo O1 kp ki;

global Emax Emin;

% controlador PI

O1=0o+tki*error;

Vout=0O1+kp*error;

%

% antiwind up.

%

if (Vout>Emax)
Vout=Emax;

elseif (Vout<Emin)
Vout=Emin;

else
00=01;

end;

return

Antes de ejecutar la simulacion digital, el archivo inicial.m debe ser ejecutado. Este
archivo define valores como los limites del actuado, las constantes del controlador, tiempo de

muestreo, etc. Ademas inicializa las variables del integrador Oo, O1.

% Valores iniciales del sistema de control
%

global Oo O1 kp ki;

global Emax Emin;

Ts=2*p1/900;

kp=4.034*0.849; %kp=kc*az;
ki=4.034%*(1-0.849); %ki=kc*(1-az);
01=0;

0O0=0;

Emax=1.5;

Emin=-1.5;
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Los resultados de simulacion se muestran en las Figs. 18 y 19. La Fig. 18 muestra el desempefio
del sistema de control considerando antiwinding-up. La Fig. 19 muestra el desempefio del sistema
de control cuando el antiwinding up ha sido desactivado.

Como se muestra en las Figs. 18 y 19, un controlador PI digital, sin antiwinding up se
comporta de la forma discutida en la asignatura de control clésico. Por lo tanto los principales
efectos de no utilizar antiwinding-up son alto sobrepaso y bastante mayor tiempo de
establecimiento. Incluso la estabilidad del sistema puede verse comprometida si es que no se

limita la parte integral del controlador y se utiliza un alto ancho banda en el lazo de control.

0.8 - B

041 4

021 —

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Fig. 18. Desempefio del sistema de control considerando antiwinding-up.
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Fig. 19. Desempeiio del sistema de control sin considerar antiwinding-up.
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