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Capitulo 2: Configuracion de Redes
Logisticas (2)



Problemas Clasicos

= Sin capacidades:
= Decisiones:

[ O _
y; = fraccion de la demanda del cliente jque satisface plantai.

" _{1 siseabre plantai.

= Parametros:

a. = costode abrir la plantai.
b, = costode cubrir demanda del cliente j desde plantali
(produccion en plantai + transpore).
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i Problemas Clasicos

= Restricciones:
= Satisfaccion de la demanda de los clientes:

Zyijzl Vj

= Produccion exige la construccion de plantas:

b) > yi< Mx Vi, M :nlmero de clientes.

La formulacion (a) lleva a mas restricciones, pero es mas
fuerte (tight) = soluciones menos fraccionarias.

En (b), si un 30% de los clientes usan planta i, x,=0,3.
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i Problemas Clasicos

« Naturaleza de las variables:
X; € {0,1}
Yij = 0

= Funcion Objetivo:

Min > ax +> > by,
i ]
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i Problemas Clasicos

= Heuristica de Redondeo:

= Consiste en resolver el problema relajando
x;e{0,1}, imponiendo 0 <x < 1.

Luego se tendra (modelo mas general):
Min z=) Fx +> > ¢y,

I [ J
sa > yi=1 V]

Vi < X V.
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Problemas Clasicos

0<y;<1
0<x <1

= En la solucion (x,y) tomar las variables x; con
valores fraccionarios y buscar redondeos
adecuados en forma heuristica.

= Forma Sencilla:

= Los x; fraccionarios corresponden a situaciones en las que
por costo de transporte conviene abrir fracciones de
planta.

= Una vez fijadas las localizaciones y queda un problema
lineal sencillo en los flujos.
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i Problemas Clasicos

= Ejemplo:
Dos plantas y dos clientes.
Capacidad de las plantas: C,= C,= 1000.
Demanda de los clientes: q;= g,= 500.
Costos de transporte: ¢;;= C,,= 2y C,= ;= 10.
Costos de construccion: F;=10.000 y F,= 12.000.

Solucion entera x,=1,x,=0, y;; =y,,= 500y z=16.000.

Solucion fraccionaria x,= 0.5, x,=0.5, y;; =y, =500y
z=13.000.

En forma heuristica se debe trasladar la produccion de las
plantas mas caras a las mas baratas, para de esta manera
hacer los valores 0 y 1 respectivamente.
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Problemas Clasicos

Ejemplo:
Plantas Clientes
<1.000 cyy= 2 500
——(1)
F,=10.000 C,= 10
C12= 10
<1.000 : 500
F,=12.000 C22= 2
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i Problemas Clasicos

= Para estos esquemas, se fijan algunas variables en 0 y
otras en 1 y se resuelve nuevamente el problema lineal.

Después de varias iteraciones se termina fijando todas
las variablesen 0 y 1.

Cota de la solucion: la solucion de la primera relajacion
lineal.

= Otra alternativa:

= Fortalecer la formulacion inicial, es decir, agregar
restricciones que son satisfechas por el problema entero
pero no por una solucion lineal (que se aproximen a
facetas del poliedro del problema entero).
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i Problemas Clasicos

Si se parte con
D yi<Mx Vi
]
y se agregan las restricciones
Vi < X V1, ]

se fortalece la formulacion, es decir, se hace mas dificil
que los x; tomen valores fraccionarios.
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i Problemas Clasicos

= Ejemplo:
Se considera M=10 y la siguiente solucion de flujos:
yir =0.6
yi, =0.84
yi; =0.16
y; =0 Vi, restantes.

La solucion continua que satisface
Sy, <10x,  Vi. llevaaquex =0.16, pero
j

agregar Y, < X, Yi, <X AVYi; <X lleva a x; =0.84.
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i Problemas Clasicos

= Con Capacidad:
Min z=>) Fx +> > ¢y,
[ i J
>4 Zyijzl Vj

quyij <QX Vi.
XJi S {O,l}
y;; =0

Donde Q; es la capacidad de la planta i y g; es la
demanda del cliente j.
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i Problemas Clasicos

= Notas:

= Los costos definidos para transporte, produccion e
inventario, al evaluar decisiones de localizacion de mas
largo plazo, corresponden a aproximaciones teniendo en
mente una forma de operacion.

= El costo de produccion unitario en planta considera un
nivel de operacion aproximado, que incluye escalas de
produccion (no es lo mismo operar en promedio al 20%
que al 90% de la capacidad instalada) y el mix de
productos (estan implicitamente considerados los
tiempos muertos por cambio de produccion).

= El costo de inventario ya considera implicitamente una
forma de llevarlo. Las cantidades ordenadas y los stocks
de seguridad no se ven explicitamente en estos modelos.
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i Problemas Clasicos

Por ejemplo, los parametros de los costos de inventario
llevan reflejados un nivel de servicio deseado. Mas
complejo aun, la solucion influye en los costos por
inventario, ya que un numero mayor de bodegas lleva a
un mayor stock de seguridad total (como se vera).

= En el caso del transporte también se asume, para los
costos unitarios, una forma de transporte que podria
incluso depender de la solucidn. Por ejemplo, si hay
pocas bodegas se tienen mas facilmente camiones
llenos.

= En este esquema, dada una solucion de localizacion
de largo plazo, debe chequearse al nivel operacional
para comprobar que los parametros de costos son
consistentes en los dos niveles.
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i Relajacion Lagrangeana

= Notacion:

(P)
FS(P)
OS(P)
v(P)
Max

Min

problema de optimizacion.

conjunto de soluciones factibles de (P).
conjunto de soluciones optimas de (P).
valor optimo de (P).

maximizacion (problema) o maximo
(valor).

minimizacion (problema) o minimo (valor).
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i Relajacion Lagrangeana

= Definicion de relajacion:
= Considere los siguientes problemas:
(P) Max {f(x) | x e X }
(RP)  Max{g(x) | xeY}

= (RP) es una relajacion de (P) si:
= YDOX, Y
= VX eX, g(x) = f(x).
= V(RP) > v(P).

Capitulo 2: Configuracion de Redes Logisticas ~ # 16



‘L Relajacion Lagrangeana

v(rp)

V(P) /

/
.

‘Z f(x)

;N

- 9(x)

Y

)
14
\ .

Relajacion para Optimizacion
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Relajacion Lagrangeana

= Relajacion Lagrangeana para Problemas
Lineales Enteros (Held and Karp 19/0).

= Sea (P) Max {fx| Ax< b, Cx<d, XEX}

Restricciones / \ Restricciones de
complicadas. Restncuones integralidad.

sencillas.

= Si sabemos resolver Max , {fx| Cx<d, x e X}, se
puede contruir una Relajacion Lagrangeana de

(P):

= Sea A > 0 un vector de multiplicadores, y sea (LR ,) el
siguiente problema Max , {f x + A(b-AX) | Cx<d, xe X}.
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Relajacion Lagrangeana

= (LR ,) es una relajacion de (P):
FS(LR,) = FS(P).

V x € FS(P), fx +A(b-Ax) > fx.

= V(LR,) > v(P), para todo A > 0.

= (LR) es llanado Dual Lagrangeano.

T T TV(LRM) TV(LRM)
V(P) V(LR) =Min,.,V(LR,)

Representacion Grafica
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i Relajacion Lagrangeana

= Interpretacion Geométrica:
=« El Dual Lagrangeano (LR) es equivalente a la
relajacion primal
(PR)  Max, {fx | Ax<b,xe Co{xe X | Cx<d}},
es decir, v(LR) = v(PR).

(demostracion basada em dualidad del LP)
« Si Co{xeX|Cx<d} = {x|Cx < d}, entonces v(P) < v(PR) =
V(LR) = v(LP). Uno dice que (LR) tiene la Propiedad de

Integralidad, y en este caso la cota de la Relajacion
Lagrangeana es igual a la cota del (LP).
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Relajacion Lagrangeana

« Si Cof{xeX|Cx <d} = {x|Cx<d}, entonces v(P) < V(PR) =
V(LR) <v(LP), y la la cota de la Relajacion Lagrangeana
puede ser estrictamente mejor que la cota del (LP).

RELAJAR

MANTENER /\/ v(LP) T+
PRl | N\, V(PR)
</ \ ®)
{xJAx < b}
Co{xeX [Cx<d}} \
Co{xeX|Cx<d
L {x| Cx < d} ofxeX|Cx< ) \{X|Axsb}

Representacion Grafica
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i Relajacion Lagrangeana

= Para el problema:

(P) Max , {fx| Ax<b, Cx<d, xeX}

Restricciones / \ \ Restricciones de

complicadas. Restricciones integralidad.
sencillas.

se construye una Relajacion Lagrangeana
(LR,) Max {fx+A(b-Ax)| Cx<d, x e X}
y el correspondiente Dual Lagrangeano
(LR)  Min,., V(LR,).

Capitulo 2: Configuracion de Redes Logisticas ~ # 22



Relajacion Lagrangeana

= De esta manera la Funcion Lagrangeana es
z(A) = v(LR,), que corresponde a una funcion
implicita de A.

= Sea {xeX | Cx<d}={x} x2..., xk}, entonces
(LR,) Max, {fx+A(b-Ax)| Cx<d, x e X}
« {F X<+ (b - AX}

y z(A) es la envolvente superior de una familia de
funciones lineales de 2, y por lo tanto una funcion
convexa de .
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‘L Relajacion Lagrangeana

n

fxt

fx2_| I
z = f x2+ A(b-A X?)

z = f xk+ A (b-A x¥)
f Xk/

z = fx+ M(b-AxY)

Funcion Lagrangeana
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Relajacion Lagrangeana

= Min .o, N | m 2 Fxc+ a0 - Axk), k=1,...,K}

v(LR) corresponde al minimo de una funcion lineal
convexa por tramos, conocida solo implicitamente.

= Esta funcion z()) tiene puntos de quiebre donde no es
diferenciable. Sus conjuntos de nivel C(o)={A>0| z(A)<a},
a escalar, son conjuntos poliedrales convexos.
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Relajacion Lagrangeana

= Algoritmo:
= Paso 0: Fijar valor de A°,
= Variables duales de la relajacion lineal del problema.
= Paso 1: Dado AX, determinar xky fk=v(LR,X) de
(LR,K) Max , {fx + Ak(b - AX) | Cx <d, x € X}.
= Paso 2: Con xk, fky f+determinar Ak*1, segun la
formula del subgradiente.
= Paso 3: Determinar una solucidn factible R y su
valor f(X*)=g" con heuristicas.
= Paso 4:
« Si fk-gk<g, fin.
= Sino, ir a Paso 1 con Ak,
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Relajacion Lagrangeana

| | | | | | > [teracion

Representacion Grafica

Se toman las envolventes para determinar en cada
iteracion la mejor solucion factible y cota. De esta
manera se obtienen mejores valores de f * entre f y g.
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i Relajacion Lagrangeana

= Método del Subgradiente (Held and Karp
19/0):

= Sea una solucion con Ak tal que xkes la solucion
Optima de (LR,).

= Sea sk= (b - AxK), fk el valor de la funcion objetivo
en la iteracion k y f + una estimacion del optimo.

= El proximo valor de A estara dado por:
lk—l—l _ /lk n Sk.gk (f +_f k)
B

donde ¢ es un parametro en [0,2].
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i Relajacion Lagrangeana

= (LR,) da una cota para la solucion del problema.

= Sea x una solucion factible, entonces f(x) - (LR,X)
da una cota de error (la diferencia entre una
solucion factible y una cota del 6ptimo).

= La solucion lagrangeana si es factible, es la
optima. Si no, se deben utilizar heuristicas para
encontrar una solucion factible.
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Relajacion Lagrangeana

= Problema de Localizacion de Plantas sin
Capacidad:

= Decisiones:

X. =

1 siseabre plantai.
0O ~
y; = fraccion de la demanda del cliente jque satisface plantai.

= Parametros:

f .=costode abrir la plantal.
c; = costode cubrir demanda del cliente j desde plantali
(produccion en plantai + transpore).
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Relajacion Lagrangeana

= Restricciones:
= Satisfaccion de la demanda de los clientes:

Z y;=1 V] (1)
i
= Produccion exige la construccion de plantas:

Vi =X Vi, ] (2)

=« Naturaleza de las variables:

X; € {O,l}
y; =0
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‘L Relajacion Lagrangeana

= Funcion Obijetivo:

Min Zf X +Z"Z:Cijyij
I I ]
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i Relajacion Lagrangeana

= Alternativa de resolucion para el Problema de
Localizacion Sin Capacidad:
= Relajar restriccion (2):

Min z = Zf +ZZC,Jy”+ZZZU(yU—x)

_ ZZ(C”‘l‘lU)y”-I-Z(f Zﬂ“lj)x
sa Z yi,- =1 vj (@

|
Nota: Para %;; > 0 se escribe y;; - x; > 0
X € {0’1} en Minimizacion.

y; =0
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i Relajacion Lagrangeana

= La solucion es trivial:

Cada cliente se abastece de la planta con menor costo
(i + A;;) para y;, dado que no hay restricciones sobre las
variables x;.

Para determinar las plantas que se abren se procede de la
siguiente manera:

x =1 si (fi-> 4)<0.
J

=0 si (f-> 4)=0.
J

Nota: La solucion no necesariamente es factible. Pueden
haber y; > 0 con x; = 0.

Lo anterior da una solucidn (xk, y*) para un A% dado.
Considerando s*= (x* - y;*) se determina Ak,
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i Relajacion Lagrangeana

= Determinacion de una solucion factible:

La solucidn lagrangeana es infactible por no respetar la
restriccion (2), pueden existir flujos y; > 0 con x; = 0.

Una heuristica simple es fijar x;= 1 al haber flujo y; > 0.

Una heuristica mas fuerte puede utilizar la solucién
anterior para hacer busqueda local:

Para una planta i, que abastece los clientes j,, jo, .-« Ji

se ve si el costo f; es mayor que el costo de abastecer los
clientes desde otras plantas abiertas. De esta manera se
puede evaluar el cierre de plantas.
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Relajacion Lagrangeana

= Localizacion de Plantas Con Capacidad:

Min z=> Fx +> > ¢y,
i i J

Sa _
(Sj) Z Yij = 1 V) (1)
W)  D.qy;<Qx Vi (2
|
x. € {01}, Y;; = 0.
Donde Q; es la capacidad de la planta i, g; es la demanda

del cliente j, s;y w; son las variables duales asociadas a
las restnccmnes
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i Relajacion Lagrangeana

= Si relajamos (1), la satisfaccion de demanda de
los clientes:

Min ZIZ I-I-ZZCUyU-I—ZS(l Zylj
:Z |+ZZ(CIJ_S)yIJ+ZS
sa >q, Y, < QX% Vi. (2

X, €10,1}, ;> 0.
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Relajacion Lagrangeana

= El problema se puede resolver de la siguiente
forma:

= Si x, = 1, su contribucion a la funcion objetivo es
equivalente al costo de la planta i mas los costos
asociados a cada cliente.

a, = F + > min(0,c;—s)
j

De esta manera se abren las plantas para las cuales
a;<0.
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i Relajacion Lagrangeana

= Conociendo los valores de x; se pueden determinar los
valores para y;;:
y; =1 sic;-5<0.
y; =0 sic;-s2>0.
= Con (X, y) se determinan los nuevos valores de las
variables lagrangeanas (s,w).

El problema es encontrar una solucion factible: una
solucion generalmente no va a cumplir con la restriccion
de satisfaccion de demanda. Si la cumpliera seria una
solucion optima, ya que es igual a la cota.
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i Relajacion Lagrangeana

= Una heuristica simple seria resolver:
Min z=> > cy;
Lo
8 Yy=1l v
IZOI,- Yi<Qx Vi,
(J)s y; <1.

donde x.*= 1 para las plantas de la solucion relajada.

Si la capacidad no alcanza, abrir plantas adicionales de
menor costo.
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i Relajacion Lagrangeana
= Si relajamos (2), la capacidad de las plantas:
Min z=> Fx+> > Cpyy+ 2 W(Qx - ayy)
=$(E wQx +Z;_'(ci,-—wiq,-) "

>4 Z y;=1 V) (1)
X, €10,1}, ;> 0.

De esta relajacion resulta un problema lineal sencillo.
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Relajacion Lagrangeana

= El problema se puede resolver de la siguiente
forma:

« X, =1 si(F+wQ;) <0.
= Los valores de y; se determinan a partir de un PL.

= Teniendo (X, y) se determinan los nuevos valores de las
variables lagrangeanas (s,w).

La solucion obtenida posiblemente viole la capacidad de
la planta.

= Una heuristica sencilla para obtener una solucion factible
seria considerar las plantas en que:

quyij = Q|* >Q
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i Relajacion Lagrangeana

= Luego, tomar el exceso (Q," - Q,) mas caro desde la
planta y asignar cada cliente asociado a éste a plantas
con capacidad residual mas barata.

= Si es necesario, abrir plantas adicionales considerando
aquellas con menor costo de inversion y transporte. Para
esto se deben ranquear las plantas cerradas de menor a
mayor costo total asociado (inversidon mas costo de envid
a los clientes de cantidades Q;" - Q;).

Capitulo 2: Configuracion de Redes Logisticas ~ # 43



Relajacion Lagrangeana

= Produccion e Inventarios con Multiples
Productos y Periodos:
= Variables:

X, : produccion del productok en el periodo't.
h, :inventario del productok del periodotal t +1.

o1 sise produceel productok en el periodott.
O, = R

= Parametros:
A' : capacidad de la plantaen el periodo t [HH].
B' : capacidad de la bodega del periodotal t +1[m°].
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i Relajacion Lagrangeana

a, - HH requeridas porcada unidad del productok en la planta.
b, : m® que requiere cada unidad del productok en bodega.

c, : costo unitario de produccién del productok en el periodort.
d, : costo unitario de inventario del productok detat+1.

e, : costofijo de produccién del productok en el periodo't.

DD, : demanda porel productok en el periodo t.

= Funcion Objetivo:

Min z=)>"> (cx, +d.hy +e5,)
t Kk
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Relajacion Lagrangeana

= Restricciones:
= Capacidad de la planta:

dax <A vt (1)
. C;pacidad de la bodega:

Z:bkht <B' V. (2)
. Prl:)duccién del producto k:

a x <A, vk,t. (3)

Para producir el producto k en el periodo t se debe
incurrir en un costo fijo. Su produccion maxima es AYa,.
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Relajacion Lagrangeana

= Conservacion de flujo:
X, +h " —h =DD, vk, t. (4)

=« Naturaleza de las variables:

X\, hi>0,6 e{0,1} WKt

= Supuestos:

K : nimero de productos=1.000.
T :nimero de variables = 20.

— El problema tiene 20.000 variables binarias, 40.000
variables continuas y 40.040 restricciones.
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Relajacion Lagrangeana

= Alternativas de solucion:

= Si se relajan las restricciones (1) y (2) quedan 1.000
problemas pequenos, uno por producto, con 20 variables
binarias y 40 restricciones cada uno. Estos problemas
son faciles de resolver ya que en cualquier solucion
optima sdlo se produce para cubrir la demanda completa
(de todos los periodos).

= Ejemplo: 4 periodos.
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i Relajacion Lagrangeana

= El arco (i,j), i <j, representa la produccion en el periodo i
para cubrir la demanda de los periodos i,..., j-1. De esta
manera:

Costoarco (1,2) = 5; +¢,DD;
4 3 4
Costoarco (15) =5, +¢, > DD+ > d, (D DDy)
t=1

t=1 I=t+1

Costoarco (3,4) = &, +¢.DD;
= La solucidn lagrangeana violaria las capacidades de las

plantas y bodegas. Para evitar lo anterior se utilizan
heuristicas sencillas para encontrar soluciones factibles:
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i Relajacion Lagrangeana

Si se viola la capacidad de la planta, adelantar la

produccion a un periodo en que haya capacidad disponible
y guardar ésta en bodega.

Si se viola la capacidad de la bodega, reducir inventarios y
producir en periodo posteriores (aumenta costo fijo).

= Otra forma de proceder es relajar la restricciones (4),
perdiendo la conservacion de flujos.

Queda un problema por periodo, cada uno con 1.000
variables binarias y 1.002 .
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i Relajacion Lagrangeana

= Los problemas quedan:
Min z=>" (S, +dch, +e.5;)
Kk
sa D ax <A
k
> bh <B'
k
axt <AS. k.

Se pueden resolver por analisis.
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Relajacion Lagrangeana

= Para x,!, tomar el producto k mas rentable, es decir, el
gque minimiza:

t
R, =C, (—j +e,
a, |

SiR <0,5, =1y x, = A para los restantes, x, = 0.
a'k
SiR >0,6, =0y x, =0paratodos.

= Para h}, tomar el producto k que minimiza:

—.( B!
S| =dt£—]
k k bk
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Relajacion Lagrangeana

t
SiS, <0, h :E’—. Para los restantes,h;, = 0.
k

Si S, >0, h, =0paratodos.

= No es una solucion que aporte mucho ya que se produce
y almacena solo un producto, sin consideraciones de
demanda.
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