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. Dado «, # € L(P), demuestre que a =y B = asiy sélosi | (a < () (es decir, a |= By
B E asiy sélo si (a < () es una tautologia).

. Dado ¥ C L(P) y a, 3 € L(P), demuestre que si « es una tautologia, entonces ¥ U {a} |
siy sélosi X = .

. Dado ¥ C L(P) y p,¢,0 € L(P), demuestre que si ¢ — 1 es una tautologia, entonces
YU{p, ¥} 0 siysélosi XU {p} = 6.

. Dado ¥ C L(P) y a, 8 € L(P) tal que a y ¥ U {#} no tienen variables proposicionales en
comun. ;Es cierto que ¥ = 3 si y sélo si X U{a} | (7

. Sea p una proposicién atémica en P. Para cada «, 3 € L(P) defina recursivamente la férmula
obtenida desde o reemplazando p por (3, denotado por «[3/p], como sigue:

« sl « es proposicién atomica y «a # p

= aff/p] = {5 Sa—p

= (a1 Va)[B/pl = a1[B/p] V az[B/p]
= (—a)[B/p] = —alB/p]

Demuestre que si o y g son equivalentes entonces para todo 3 € L(P) se tiene que (a1 /p]
y Blag/p] también son equivalentes.

. Defina recursivamente el dual de una féormula ¢, denotado por ¢*, como sigue:
= pt=-p,sipeP;

aV pB)r =a* N[5

aAB) =a* Vg

o *

= (
= (
= (

Demuestre que para todo ¢ en L(P) se tiene que ¢* es equivalente a —¢.

. Sea @ el conectivo légico binario definido como sigue: Para una valuacién o : P — {0, 1} se
tiene que o(a @ ) = 1 si y sélo si o(a) =1 — o ().

(Es el conjunto {@, >} de conectivos 16gicos funcionalmente completo?

. El conectivo logico NOR es definido de la siguiente forma:



lp g pNORg |
0 0 1
0 1 0
1 0 0
11 0

Demuestre que NOR es funcionalmente completo.

9. El conectivo ternario MAYORIA es definido de la siguiente forma:

10.

11.

12.

13.

MAYORIA(p,q,r) |

=== 0 OO ol
— = O O~ = O O
_— O = O = O O
—_ = =0 - O OO

Demuestre que MAYORIA no es funcionalmente completo.
JEs {—,MAYORIA} funcionalmente completo?
El conectivo unario | es definido de la siguiente forma:

[p_1ip]

0 0
1 0

Este conectivo usualmente se denota sin la letra proposicional porque su valor de verdad es
siempre 0 (por ejemplo, denotamos p A (Lg) como p A L).

Demuestre que {—,MAYORIA, |} es funcionalmente completo.

Formalice el siguiente argumento en el calculo proposicional:

“Si Superman fuera capaz y deseara prevenir el mal, entonces lo harfa. Si Superman
fuera incapaz de prevenir el mal, entonces seria impotente, y si no deseara prevenir
el mal, entonces serfa malévolo. Si Superman existe, no es ni impotente ni malévolo.
Superman no previene el mal. Entonces, Superman no existe.”

Demuestre usando resolucién que Superman no existe.

Decimos que una féormula ¢ estd en 3-CNF si ¢ estd en CNF y cada una de sus clatsulas
contiene a lo mds tres literales. Por ejemplo, (pV ¢V —r) A (—p V s) estd en 3-CNF mientras
que (pV =gV —rVs) no estd en 3-CNF.

Demuestre que existen formulas que no son equivalentes a ninguna férmula en 3-CNF.



14.

15.

16.

Decimos que una férmula ¢ estd en k-CNF (k > 2) si ¢ estd en CNF y cada una de sus
clausulas contiene a lo mas k literales. jExiste algin valor de k para el cual toda féormula es
equivalente a una férmula en k-CNF?

Considere una valuacién o : P — {0, 1}. Demuestre que el conjunto S = {¢ | ¢ € L(P), o(¢) =
1} satisface lo siguiente:
Para todo conjunto S’ de férmulas en L(P) se tiene que si S C 5" y S’ es satisfacible, entonces

S=49.

Estudie detenidamente la demostracién de la completidad débil del método de resolucién para
l6gica proposicional.

En los siguientes ejercios decimos que un algoritmo es eficiente, si el nimero de pasos ejecutado
por el algoritmo es n¢ cuando la entrada tiene largo n, donde ¢ es una constante. Por ejemplo, un
algoritmo que funciona en tiempo n? es eficiente mientras que un algoritmo que funciona en tiempo
2" no lo es.

. Encuentre un algoritmo eficiente que dada una férmula ¢ en CNF construye una férmula

en 3-CNF tal que @ es satisfacible si y sélo si ¢ es satisfacible.

. Encuentre un algoritmo eficiente que verifique si una féormula en DNF' es satisfacible.
. Encuentre un algoritmo eficiente que verifique si una férmula en CNF es una tautologia.

. Un grafo G es una tupla (N, A), donde N es un conjunto de nodos y A C N x N es un

conjunto de arcos. Un grafo es no dirigido si cada vez que (a,b) € A se tiene que (b,a) € A.

Un grafo no dirigido G = (N, A) es 3-coloreable si existe una asignacién de colores para los
nodos tal que nodos adyacentes reciben colores distintos. Formalmente, G es 3-coloreable si
existe una funcién f : N — {blanco, azul, rojo} tal que para cada (a,b) € A se tiene que
fla) # f(b).

Demuestre que el problema de 3-coloracién puede ser reducido eficientemente al problema de
satisfacibilidad. Vale decir, encuentre un algoritmo eficiente que dado un grafo GG construye
una férmula ¢ tal que G es 3-coloreable si y sélo si ¢ es satisfacible. Estime el nimero de
pasos de su algoritmo cuando el grafo G tiene n nodos y m arcos.

. Un grafo no dirigido G = (N, A) es k-coloreable (k > 2) si existe una funcién f : N —

{1,2,...,k} tal que para cada (a,b) € A se tiene que f(a) # f(b).

Demuestre que el problema de k-coloracién puede ser reducido eficientemente al problema de
satisfacibilidad. Estime el ntimero de pasos de su algoritmo para un grafo con n nodos y m
arcos.

. Suponga que existe un algoritmo eficiente para el problema de satisfacibilidad, es decir, un

algoritmo que dada una férmula ¢ con n letras proposicionales, en n® pasos retorna 1 si la
férmula es satisfacible y 0 en caso contrario, donde ¢ es una constante fija.

Encuentre un algoritmo eficiente que dada una férmula ¢ retorna una valuacién o tal que
o(p) =1 si ¢ es satisfacible, y retorna 0 en caso contrario.



7. Decimos que dos grafos G; = (N1, A1) y Go = (N2, Ay) son isomorfos si existe una biyeccién

10.

f: N1 — Ns tal que para todo a y b en A; se tiene que (a,b) € Ay siysélosi (f(a), f(b)) € As.

Encuentre un algoritmo eficiente que dados dos grafos G y Gy construye una férmula ¢ tal
que G y Go son isomorfos si y sblo si ¢ es satisfacible. Estime el nimero de pasos de su
algoritmo cuando (G7 tiene ny nodos y my arcos, y G tiene ng nodos y mo arcos.

. Un cligue es un grafo G tal que para todo par de nodos u,v en GG se tiene que existe un eje

entre ellos.

. Demuestre que para cada féormula ¢ en CNF uno puede encontrar eficientemente un grafo G

y un entero k, tal que ¢ es satisfacible si y sélo si G contiene un clique de tamano k.

Sea P el siguiente conjunto de variables proposicionales:
{pi,j | (S [173]7 ] S [172]}

Intuitivamente, la variable proposicional p; j, para cada i € [1,3] y j € [1,2], expresa que el
elemento ¢ estd en la posicion j.

a) Construya una férmula proposicional a en L(P), tal que o estd en CNF, y, ademas, «
es satisfacible si y sélo si todo elemento ¢ € [1, 3] estd en al menos una posicién j € [1, 2],
y no existe un elemento i € [1,3] que estd en posiciones distintas ji, j2 € [1,2].

b) Construya una formula 3 en L(P), tal que § estd en DNF, y tal que /3 es satisfacible
si y solo si existen dos elementos distintos 1,42 € [1,3] que estdn en la misma posicién
Jj€L,2].

¢) Demuestre que o = 3.

Dada una matriz C' de 3 x 3 que contiene nimeros entre 0 y 3, decimos que C es completable
si es que existe una manera de reemplazar los nameros 0 por ntmeros entre 1 y 3 de tal forma
que la suma de cada fila y de cada columna es la misma. Por ejemplo, la siguiente matriz es
completable:

21010
0120
0103

puesto que podemos reemplazar los valores 0 por los siguientes valores:

2121
1

111

de manera tal que la suma de cada fila y de cada columna es 5. En cambio, la siguiente matriz
no es completable:




11.

12.

13.

Dada una matriz C' de 3 x 3, construya una férmula ¢ en légica proposicional tal que C' es
completable si y sélo si ¢ es satisfacible. En particular, ¢ tiene que ser construida de tal forma
que cada valuacién o que satisface a @ represente una forma de completar C.

El principio de los cajones establece que si n+1 objetos son distribuidos en n cajones, entonces
al menos habrd un cajén con mas de un objeto.

Demuestre el principio para n = 2 usando calculo proposicional y resolucién.

Sea C' un conjunto de clausulas proposicionales y m un literal, i.e. una variable proposicional
o la negacién de una variable proposicional.

Decimos que el conjunto de clasulas C' deriva la cldusula ¢ usando k pasos de resolucion
proposicional, k > 0, si existe secuencia cg,c1,...,c; = c¢ de cldusulas tal que para cada
0 <14 < k se tiene lo siguiente:

(a) ¢ €C;6

(b) existen j,k < i tal que ¢; se obtiene mediante resolucién proposicional desde ¢; y ci.

Defina C'(m) como el siguiente conjunto de clausulas:
Cm) ={clceCmégc,mgctU{(c—m)|ceC,m¢c,mEeEc}.

Recuerde que para literal m, m = -psim=py m =p si m = —p.

Demuestre lo siguiente:

a) Sise puede derivar la clausula ¢ desde C'(m) usando k pasos de resolucién proposicional,
k > 0, entonces se puede derivar la cldusula ¢’ desde C' usando k pasos de resolucién
proposicional, donde ¢’ es la cldusula ¢ ¢ la cldusula ¢ U {m}.

b) Si C(m) deriva la cldusula vacia [J usando k; pasos de resolucién proposicional, k1 > 0,
y C(m) deriva la clausula vacfa O usando ky pasos de resolucién proposicional, ks > 0,
entonces C' deriva la clausula vacia [ usando a lo mas ky 4+ ko + 1 pasos de resolucién
proposicional.

Demuestre que existe un algoritmo que funciona en tiempo polinomial tal que, dada una
férmula ¢ de la l6gica proposicional, construye una férmula ¢ en CNF tal que ¢ es satisfacible
si y solo si v es satisfacible.



