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Estructuras genéricas

Dado conjunto de oraciones ¥ para el cual deseamos verificar
satisfacibilidad.

» Quizds no debemos inspeccionar todo el espacio de
estructuras.

» Podriamos dejar afuera interpretaciones exdticas (niimeros
naturales, reales, u otras estructuras matemiticas) que no
tienen que ver con el dominio de discurso.

» Veremos que en algunos casos es posible restringirse a una
clase de estructuras genérica, que estd muy ligada a la sintaxis
(vocabulario) de .

Esta idea fue desarrollada a prinicipos de los anos 30 por Jacques
Herbrand (; Qué dice Wikipedia acerca de éI7).
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Universo de Herbrand

Sea L un vocabulario con al menos una constante.

El universo de Herbrand de L, denotado por U, es el conjunto de
todos los términos sin variables libres de L.

Ejemplo: Sea £ un vocabulario que contiene a la constante 3, la
funcién binaria g, y la relacién R, entonces:

Ur = {avg(a=a)vg(avg(ava))vg(g(ava)va)v"'}'

Si £ no tiene constantes, simplemente agregamos una.

Observacién: Ug es infinito si y sdlo si £ contiene al menos un
simbolo de funcién.
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Base de Herbrand

La base de Herbrand B, asociada al vocabulario £ es el conjunto
de todas las oraciones atémicas que se pueden formar con los
elementos de U,.

La base de Herbrand asociada a la relacion n-aria R es el conjunto
de todas las n-tuplas (a1,...,an) € (Ug)" (note que para cada una
de éstas se tiene que R(a1,...,a,) € Br).

Ejemplo: Sea £ un vocabulario con dos constantes ¢, d, una
funcién unaria f, y una relacién binaria R.

Entonces U, = {c,d, f(c),f(d),f(f(c)),f(f(d)),...}, y la base
de Herbrand es
B = {R(c,c),R(c,d),R(d,d).R(d,c),
R(f(c),c),R(f(c),d),R(c,f(c)),R(d,f(c)),...}.

P. Barcel6 — Unificacién y Resolucién - CC52A 4 /43



Estructura de Herbrand

Finalmente llegamos a nuestro concepto mas importante:

Una L-estructura de Herbrand es una estructura tal que:
» Su dominio es U,.
» Cada constante c en L se interpreta como c.
» Cada funcién m-aria f asigna a la tupla (t1,...,tm) € (Ug)™
el elemento f(ty,...,tm).

» Cada relacién n-aria R se interpreta como un subconjunto de
la base de Herbrand asociada a R.

Note que todas las L-estructuras de Herbrand comparten el
dominio y la interpretacién de constantes y funciones.

Notacidn: Si existe estructura de Herbrand A que satisface X, decimos
que X tiene un modelo de Herbrand.
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Oraciones universales y estructuras de Herbrand

Pregunta: ;Existe alguna clase (interesante) de oraciones para los
cuales verificar satisfacibilidad se reduce a verificar satisfacibilidad
sélo con respecto a modelos de Herbrand?
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Oraciones universales y estructuras de Herbrand

Pregunta: ;Existe alguna clase (interesante) de oraciones para los
cuales verificar satisfacibilidad se reduce a verificar satisfacibilidad
sélo con respecto a modelos de Herbrand?

La respuesta afirmativa fue dada también por Herbrand: Una
oracién es universal si es de la forma Vx; ... Vx,1, donde 9 no
tiene cuantificacién (asumimos que ¢ esta en CNF, i.e. v es una
conjuncién de clausulas).

Teorema (Herbrand)

Sea ¥ un conjunto de oraciones universales que no mencionan el
simbolo de igualdad =. Entonces ¥ es insatisfacible si y sélo si ¥
no tiene un modelo de Herbrand.

Veremos que las oraciones universales forman clase interesante.
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Demostracion del teorema de Herbrand

Una direccién del teorema es trivial: Si X es satisfacible por una
estructura de Herbrand entonces es satisfacible.

Pregunta: ; Cémo podemos resolver la otra direccién?
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Demostracion del teorema de Herbrand

Una direccién del teorema es trivial: Si X es satisfacible por una
estructura de Herbrand entonces es satisfacible.

Pregunta: ; Cémo podemos resolver la otra direccién?
Asuma X es satisfacible por L-estructura A.

Construya L-estructura de Herbrand Ay tal que para cada relacién
n-aria R, la interpretacién de R en Ay es el conjunto:

Ejercicio: Demuestre que Ay = X.
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Teorema de Herbrand y otro tipo de oraciones

Pregunta: jQué sucede si en el teorema de Herbrand sacamos la
condicién de que las oraciones sean universales?
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Teorema de Herbrand y otro tipo de oraciones

Pregunta: jQué sucede si en el teorema de Herbrand sacamos la
condicién de que las oraciones sean universales?

Entonces el teorema no es cierto.
Considere el conjunto ¥ de oraciones {P(a), Ix—P(x)}.
Es claro que X es satisfacible.

Pero las Unicas estructuras de Herbrand posibles son las que
interpretan a P como () y {a}, respectivamente. Ninguna de éstas
satisface a 2.
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Teorema de Herbrand y otro tipo de oraciones

Pregunta: jQué sucede si en el teorema de Herbrand sacamos la
condicién de que las oraciones sean universales?

Entonces el teorema no es cierto.
Considere el conjunto ¥ de oraciones {P(a), Ix—P(x)}.
Es claro que X es satisfacible.

Pero las Unicas estructuras de Herbrand posibles son las que
interpretan a P como () y {a}, respectivamente. Ninguna de éstas
satisface a 2.

Mas adelante veremos como resolver este inconveniente.
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Teorema de Herbrand y otro tipo de oraciones

Pregunta: jQué sucede si en el teorema de Herbrand sacamos la
condicién de que las oraciones no mencionen igualdad?
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Teorema de Herbrand y otro tipo de oraciones

Pregunta: jQué sucede si en el teorema de Herbrand sacamos la
condicién de que las oraciones no mencionen igualdad?

Entonces el teorema no es cierto.
Considere la oracién (¢ = f(c)).
Es claro que X es satisfacible.

Pero en toda estructura de Herbrand ¢ # f(c¢).
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Teorema de Herbrand y otro tipo de oraciones

Pregunta: jQué sucede si en el teorema de Herbrand sacamos la
condicién de que las oraciones no mencionen igualdad?

Entonces el teorema no es cierto.

Considere la oracién (¢ = f(c)).

Es claro que X es satisfacible.

Pero en toda estructura de Herbrand ¢ # f(c¢).

Mds adelante veremos cdmo este inconveniente puede ser también
resuelto.
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Teorema de Herbrand y resolucién proposicional

De ahora en adelante, una férmula universal Vx¢(x) se
representara por la conjuncién de cldusulas ¢(x), y asumiremos
implicitamente la cuantificacién universal.

Una instanciacion de la cldusula a(x) es una oracién obtenida
desde «(x) reemplazando cada variable libre x por un término t en
Ur.

Ejemplo: Sea Ug = {c,d, f(c),f(d),f(f(c)), f(f(d)),...}y
cldusula {P(x), R(c,y)}. Una posible instanciacién es

{P(a), R(c, f(£(f(d))))}-
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Teorema de Herbrand y resolucién proposicional

Para conjunto de cldusulas X sin igualdad sea X’ el conjunto de
todas las instanciaciones de las cldusulas en %.

Por el teorema de Herbrand, ¥ es satisfacible si y sélo si ¥’ tiene
un modelo de Herbrand.

Ademds, Y’ es equivalente a un conjunto (posiblemente infinito)
de férmulas proposicionales.

Idea: Ocupar resolucién proposicional para comprobar la
satisfacibilidad de Y'.
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Teorema de Herbrand y resolucién proposicional

Para conjunto de cldusulas X sin igualdad sea X’ el conjunto de
todas las instanciaciones de las cldusulas en %.

Por el teorema de Herbrand, ¥ es satisfacible si y sélo si ¥’ tiene
un modelo de Herbrand.

Ademds, Y’ es equivalente a un conjunto (posiblemente infinito)

de férmulas proposicionales.

Idea: Ocupar resolucién proposicional para comprobar la
satisfacibilidad de Y'.

Salvo por un pequefio detalle (cudl?).
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Resolucién de primer orden

La idea anterior no puede ser utilizada directamente.

Podemos tratar de refinar este procedimiento manteniendo nuestra
busqueda de refutaciones lo mas general posible.

Idea: Sean cldusulas {P(x, z),=Q(x)} y {=P(b,y), R(b,f(y))}}.

Podemos hacer resolucién proposicional a partir de cualquier valor
asignado a las variables.

> Si x = bey=zobtenemos {=Q(b), R(b,(y))}.

> Six =bey=2z=f(f(a)) obtenemos {=Q(b), R(b, f(f(f(a)))))}.

Intentaremos formalizar esta idea.
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Unificacién: Sustituciones

Una sustitucion @ es un conjunto finito de la forma

{Xl/tl, A ,Xn/tn},

tal que cada para cada i < n, x; es una variable y t; es un término
distinto de x;.

Observaciones:
» Cada elemento x;/t; se llama ligazon.

» La sustitucion es libre de variables si cada t; es un término sin
variables.

» La sustitucidén es variable por variable si cada t; es una
variable.
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Unificacién: Sustituciones

Una expresion es un término, una férmula atémica o una clausula.
Dada expresion E y sustitucion 0 = {xy/t1,...,Xn/tn}:

Denotamos por £6 a la expresidn obtenida desde E al reemplazar
simultaneamente cada ocurrencia de x; en E por t;.
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Unificacién: Sustituciones

Una expresion es un término, una férmula atémica o una clausula.
Dada expresion E y sustitucion 0 = {xy/t1,...,Xn/tn}:

Denotamos por £6 a la expresidn obtenida desde E al reemplazar
simultaneamente cada ocurrencia de x; en E por t;.

Ejemplo: Sea 0 = {x/(1+y),y/0,z/u} y E=(1-(x+y+0)+2z).
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Unificacién: Sustituciones

Una expresion es un término, una férmula atémica o una clausula.
Dada expresion E y sustitucion 0 = {xy/t1,...,Xn/tn}:

Denotamos por £6 a la expresidn obtenida desde E al reemplazar
simultaneamente cada ocurrencia de x; en E por t;.

Ejemplo: Sea 0 = {x/(1+y),y/0,z/u} y E=(1-(x+y+0)+2z).
Entonces EO0 = (1- ((1 +y)+0+0) + u).
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Unificacién: Sustituciones

Una expresion es un término, una férmula atémica o una clausula.
Dada expresion E y sustitucion 0 = {xy/t1,...,Xn/tn}:

Denotamos por £6 a la expresidn obtenida desde E al reemplazar
simultaneamente cada ocurrencia de x; en E por t;.

Ejemplo: Sea 0 = {x/(1+y),y/0,z/u} y E=(1-(x+y+0)+2z).
Entonces EO0 = (1- ((1 +y)+0+0) + u).

Ejemplo: Sea 0 = {x/b,y/x} y E = P(x,y,f(a)).
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Unificacién: Sustituciones

Una expresion es un término, una férmula atémica o una clausula.
Dada expresion E y sustitucion 0 = {xy/t1,...,Xn/tn}:

Denotamos por £6 a la expresidn obtenida desde E al reemplazar
simultaneamente cada ocurrencia de x; en E por t;.

Ejemplo: Sea 0 = {x/(1+y),y/0,z/u} y E=(1-(x+y+0)+2z).
Entonces EO0 = (1- ((1 +y)+0+0) + u).

Ejemplo: Sea 0 = {x/b,y/x} y E = P(x,y,f(a)).
Entonces £0 = P(b, x, f(a)).
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Regla de resolucién de primer orden

Dados literales /'y p de la forma P(...), y cldusulas GG U{/} y
G U {—|p}.

Asumimos que los conjuntos de variables mencionados en cada
cldusula son disjuntos (si no, sélo renombramos variables).

Regla de resolucién: Si existe sustitucién 6 tal que /6 = pf
entonces:

G Uil
G U {-p}
(Cl U C2)9

La regla es correcta: GG U{l}, GU{-p} E (G U G)0.
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Ejemplo de demostracién por resolucién

Ejemplo: Considere ¥ conjunto de cldusulas:
Sobre(a,b), Sobre(b,c), Azul(a), —Azul(c).
Queremos saber si la consulta
dx3y(Sobre(x,y) N Azul(x) N =Azul(y))

es consecuencia légica de .

Basta demostrar que ¥ U {—Sobre(x, y), ~Azul(x), Azul(y)} es
insatisfacible.

Usaremos resolucién.
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Un ejemplo de resolucién

Ejemplo: (Continuacién).

{—Sobre(x, y), ~Azul(x), Azul(y)}

Sobre(b, c) Sobre(a, b)

{-Azul(b), Azul(c)} {—Azul(a), Azul(b)}

—Azul(c) Azul(a)

—Azul(b) Azul(b)

{3
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Obtencién de respuestas

Sea @ una consulta existencial con variables libres.

Quisiéramos que el proceso de resolucién nos diera también los
valores que pueden tomar las variables libres para que @ sea
consecuencia légica de la base de conocimiento.

Es decir, queremos obtener el conjunto {3 | X = Q(3)}.
Observacion: El ejemplo anterior demuestra que Ix¢(x) puede ser

implicado por la base de conocimiento, pero ¢(t) no lo es para
ningun t.
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Obtencién de respuestas

La estrategia que se utiliza es reemplazar la consulta (existencial)
¢(x) con ¢(x) N —Ans(x), donde Ans(x) es un predicado nuevo.

Es decir, realizamos resolucién desde ¥ U {¢(x) — Ans(x)}.
Dado que Ans no aparece en otras cldusulas de ¥, no sera ahora

siempre posible obtener la cldusula vacia desde la consulta
modificada.

Lo que se hace es terminar la demostracién por resolucién una vez
que se obtiene una clausula que sélo contiene Ans.
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Obtencién de respuestas: Ejemplo

Ejemplo: Asuma que X contiene los dtomos Garrero(juan) 'y
Bullanguero(juan). La consulta es: Garrero(x) A Bullanguero(x).

Realizamos el siguiente procedimiento para obtener respuestas:

Garrero(juan) Bullanguero(juan)

{—Bullanguero(x), - Garrero(x), Ans(x) }

X/ juan

{—Garrero(juan), Ans(juan)}

{Ans(juan)}
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Obtencién de respuestas: Ejemplo

Note que si extendemos ¥ con dos nuevos dtomos Garrero(pepe) 'y
Bullanguero(pepe), entonces existe otra derivacién de la cual
obtenemos pepe como respuesta.

Ejercicio: jPuede ser que obtengamos una clausula con variables

libres como respuesta a nuestra consulta? ;Cémo debe
interpretarse aquello?
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Blsquedas mas generales

Como dijimos anteriormente queremos mantener nuestras
bdsquedas (sustituciones, resoluciones, etc) lo mds general posible.

Ejemplo: Sean dtomos P(x,z)y P(b,y). Estos dtomos se hacen
iguales mediante las sutituciones:

>» x=bey=z

» x=bey=2z=b.

i Cuadl de las dos sustituciones es mds general y por qué?

Formalizaremos esta idea luego.
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Unificacion: Composicion de sustituciones

Sean 0 = {x1/t1,...,xn/ta} y v ={v1/51,- -, Ym/Sm}
sustituciones.

La composiciéon de 6 y v, denotada por 0+, es la sustitucién que se
obtiene del conjunto

{Xl/tl/-% o 7Xn/tn77y1/517 o >)’m/5m}

al borrar cada ligazén x;/t;y tal que tiy = x;, y cada ligazén y;/s;
tal que yj € {x1,...,xn}.
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Unificacion: Composicion de sustituciones

Sean 0 = {x1/t1,...,xn/ta} y v ={v1/51,- -, Ym/Sm}
sustituciones.

La composiciéon de 6 y v, denotada por 0+, es la sustitucién que se
obtiene del conjunto

{Xl/tl/-% o 7Xn/tn77y1/517 o >)’m/5m}

al borrar cada ligazén x;/t;y tal que tiy = x;, y cada ligazén y;/s;
tal que yj € {x1,...,xn}.

Ejemplo: Sea 0 = {x/f(y),y/z,w/u} y v ={x/a,y/b,z/y}.
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Unificacion: Composicion de sustituciones

Sean 0 = {x1/t1,...,xn/ta} y v ={v1/51,- -, Ym/Sm}
sustituciones.

La composiciéon de 6 y v, denotada por 0+, es la sustitucién que se
obtiene del conjunto

{Xl/tlfﬁ o 7Xn/tn77y1/517 cee 7)/m/5m}

al borrar cada ligazén x;/t;y tal que tiy = x;, y cada ligazén y;/s;
tal que yj € {x1,...,xn}.

Ejemplo: Sea 0 = {x/f(y),y/z,w/u} y v ={x/a,y/b,z/y}.
Entonces 0y = {x/f(b),w/u,z/y}.
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Unificacién: Propiedades de la composicion

De ahora en adelante llamamos la susutitucion identidad a la
sustitucion vacia {}. La denotamos por .

Ejercicio: Demuestre las siguientes propiedades de la composicién
de sustituciones:

» Para toda sustitucidon 0, fe = €6 = .
» Para toda expresién E vy sustituciones 0y v, (E0)y = Ef-~.

» Para toda sustituciones 0, v, y v, (0)v = 0(yv).

Ejemplo: Considere E = P(x,y,g(z)), y 0 y 7y segiin nuestro
altimo ejemplo.

Entonces £0 = P(f(y),z,8(z)), y (E0)y = P(f(b),y,&(y))-
Por el otro lado, Ef~y = P(f(b),y,g(y)).
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Unificacion de expresiones

Sea § un conjunto finito de expresiones.

Una sustitucidn 6 es un unificador de S si para todo E,E' € S se
tiene que EA = E'6.

Decimos que S es unificable si existe un unificador de S.
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Unificacion de expresiones

Sea § un conjunto finito de expresiones.

Una sustitucidn 6 es un unificador de S si para todo E,E' € S se
tiene que EA = E'6.

Decimos que S es unificable si existe un unificador de S.

Ejemplo: Sea S = {P(f(x), z), P(y,a)}.
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Unificacion de expresiones

Sea § un conjunto finito de expresiones.

Una sustitucidn 6 es un unificador de S si para todo E,E' € S se
tiene que EA = E'6.

Decimos que S es unificable si existe un unificador de S.

Ejemplo: Sea S = {P(f(x), z), P(y,a)}.
S es unificable: 0 = {y/f(x),z/a}, 0 ={y/f(a),x/a,z/a}, ....
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Unificacion de expresiones

Sea § un conjunto finito de expresiones.

Una sustitucidn 6 es un unificador de S si para todo E,E' € S se
tiene que EA = E'6.

Decimos que S es unificable si existe un unificador de S.

Ejemplo: Sea S = {P(f(x), z), P(y,a)}.
S es unificable: 0 = {y/f(x),z/a}, 0 ={y/f(a),x/a,z/a}, ....

Ejemplo: Sea § = {P(f(x),a), P(y,f(w))}.
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Unificacion de expresiones

Sea § un conjunto finito de expresiones.

Una sustitucidn 6 es un unificador de S si para todo E,E' € S se
tiene que EA = E'6.

Decimos que S es unificable si existe un unificador de S.

Ejemplo: Sea S = {P(f(x), z), P(y,a)}.
S es unificable: 0 = {y/f(x),z/a}, 0 ={y/f(a),x/a,z/a}, ....

Ejemplo: Sea § = {P(f(x),a), P(y,f(w))}.

S no es unificable: No hay forma de que a = f(w).
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Unificacién de expresiones: Unificador mas general

Presentaremos un algoritmo que toma un conjunto S y entrega un
unificador 6 si el conjunto es unificable.

El algoritmo no sélo entrega un unificador 6 sino que 6 es ademds
el unificador mas general (umg): Para cualquier otro unificador ~y
se tiene que existe v tal que v = fv.

Ejemplo: Sean dtomos P(x,z)y P(b,y). Demuestre que la
sustitucién {x/b,y/b,z/b} no es un umg.
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Unificador mas general

Pregunta: jPor qué nos interesa usar el umg?

Porque de otra forma podemos perder completidad en la
resolucion.

Después nos aseguraremos que para cierto tipo de clausulas al
utilizar el umg no se produce este tipo de problemas.
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Unificacién de expresiones: Intuicidn del algoritmo

El algoritmo funciona intuitivamente de la siguiente manera:

» El algoritmo se inicializa con punteros en el simbolo mds a la
izquierda de cada expresion S.

» Los punteros se mueven sincronizadamente hacia la derecha
de cada expresion hasta que apuntan a subtérminos diferentes.
> Se intenta unificar estas dos subexpresiones mediante alguna
sustitucion:
» Si las subexpresiones son unificables entonces se sigue el
proceso a partir de esta unificacidn.
» Si no lo son, entonces S no es unificable y el algortimo falla.
» Si el algoritmo alcanza el fin de cada expresidén en S entonces
la composicidén de cada sustitucién realizada por uno de los
pasos del algortimo debe ser un umg.
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Unificacién de expresiones: Conjunto desacuerdo

Antes de definir el algoritmo es necesario definir el concepto de
conjunto desacuerdo para un conjunto S de expresiones.

Primero, encuentre la posicién del simbolo mas a la izquierda para
el cual no todas las expresiones en S tienen el mismo simbolo.

Extraiga de cada expresion en S la subexpresién que empieza en
esa posicion.

El conjunto desacuerdo es el conjunto de todas las subexpresiones
extraidas en el paso anterior.
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Unificacién de expresiones: Conjunto desacuerdo

Antes de definir el algoritmo es necesario definir el concepto de
conjunto desacuerdo para un conjunto S de expresiones.

Primero, encuentre la posicién del simbolo mas a la izquierda para
el cual no todas las expresiones en S tienen el mismo simbolo.

Extraiga de cada expresion en S la subexpresién que empieza en
esa posicion.

El conjunto desacuerdo es el conjunto de todas las subexpresiones
extraidas en el paso anterior.

Ejemplo: & = {P(f(x), h(y), a), P(f(x), z, a), P(f(x), h(y), b)}.
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Unificacién de expresiones: Conjunto desacuerdo

Antes de definir el algoritmo es necesario definir el concepto de
conjunto desacuerdo para un conjunto S de expresiones.

Primero, encuentre la posicién del simbolo mas a la izquierda para
el cual no todas las expresiones en S tienen el mismo simbolo.

Extraiga de cada expresion en S la subexpresién que empieza en
esa posicion.

El conjunto desacuerdo es el conjunto de todas las subexpresiones
extraidas en el paso anterior.

Ejemplo: & = {P(f(x), h(y), a), P(f(x), z, a), P(f(x), h(y), b)}.

Entonces el conjunto desacuerdo de S es {h(y), z}.
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Unificacién de expresiones: Algoritmo

Algoritmo de unificacién de expresiones:

Dado conjunto S de expresiones:
1. Inicializacién: k:=0vy 0y = ¢;
2. si Oy unifica S, pare; 0, es umg de S. Si no, encuentre el
conjunto de desacuerdos Dy de S;

3. si existen variable x y término t en Dy tal que t no menciona
a x, entonces haga 0,1 = 0x{x/t}; incremente k y vaya a
paso 2. Si no, S no es unificable.
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Ejemplo: Sea S = {P(f(a),g(x)), P(y,y)}.
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Ejemplo: Sea S = {P(f(a),g(x)), P(y,y)}.

Entonces,
1. 60 = €,
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Ejemplo: Sea S = {P(f(a),g(x)), P(y,y)}.

Entonces,
1. 90 = €,

2. Dy ={f(a),y}, 61 ={y/f(a)},
861 = {P(f(a). g(x)), P(f(a), f(a))};
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Ejemplo: Sea S = {P(f(a),g(x)), P(y,y)}.
Entonces,

1. 90:6;

2. Do ={f(a),y}, 01 = {y/f(a)},
S0 = {P(f(a), 8(x)), P(f(a), f(a))}:
3. Dy ={g(x),f(a)}, el algoritmo falla y S no es unificable.
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Ejemplo: Sea S = {P(a, x, h(g(z))), P(z, h(y), h(y))}
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Ejemplo: Sea S = {P(a, x, h(g(z))), P(z, h(y), h(y))}

Entonces,
1. 00 = €,
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Ejemplo: Sea S = {P(a, x, h(g(z))), P(z, h(y), h(y))}
Entonces,
1. 90 = €,

2. Dy ={a,z}, 01 ={z/a},
St = {P(a,x, h(g(a)))v 'D(av h(y)h(y))}v
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Ejemplo: Sea S = {P(a, x, h(g(z))), P(z, h(y), h(y))}

Entonces,
1. 90 = €,
2. DQ = {a, Z}, 91 = {z/a},
801 = {P(a,x, h(g(a))), P(a, h(y), h(y))}:
3. Dy ={x,h(y)}, 62 ={z/a,x/h(y)},
802 = {P(a, h(y), h(g(a))), P(a, h(y), h(y))};
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Ejemplo: Sea S = {P(a, x, h(g(z))), P(z, h(y), h(y))}

Entonces,

1.
2.

3.

4.

P. Barcel6 —

90 = €,

DQ = {a, Z}, 91 = {z/a},

S0, = {P(a, x, h(g(a))), P(a, h(y), h(y))};
Dy = {x,h(y)}, 62 ={z/a,x/h(y)},

S0 = {P(a, h(y), h(g(a))), P(a, h(y), h(y))};

D, ={y,g(a)}, 03 ={z/a,x/h(y),y/e&(a)},
S03 = {P(a, h(g(a)), h(g(a))), S es unificable con umg 63.
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Otro ejemplo que muestra por qué en el paso 3 t no puede
mencionar a x.

Ejemplo: Sea S = {P(x, x), P(y,f(y))}.
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Otro ejemplo que muestra por qué en el paso 3 t no puede
mencionar a x.

Ejemplo: Sea S = {P(x, x), P(y,f(y))}.

Entonces,
1. 00 = €,
2. Do ={x,y}, 61 ={x/y} 861 ={P(x,x), P(x,f(x))};
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Ejemplos de aplicacién de algoritmo

Otro ejemplo que muestra por qué en el paso 3 t no puede
mencionar a x.

Ejemplo: Sea S = {P(x, x), P(y,f(y))}.
Entonces,
1. 00 =€,

2. Do = {x,y} 01 = {x/y}, S01 = {P(x, %), P(x, F(x))};
3. Di = {x,f(x)}, el algoritmo falla y S no es unificable.
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Correctitud y completidad del algortimo

El siguiente teorema demuestra que el algoritmo es correcto y
completo:

Teorema (Robinson)

Sea S un conjunto de expresiones. Si S es unificable entonces el
algoritmo anterior termina y entrega un umg. Si no es unificable
entonces el algoritmo asi lo determina en paso 3.

P. Barcel6 — Unificacién y Resolucién - CC52A 34 /43



Complejidad del algortimo

Considere el conjunto

= {P(x1,...,%n), P(f(x0,X0), F(x1,x1),.-,F(Xn—1,%Xn—1))}

Entonces:

> 01 = {Xl/f(X07X0)} Yy
891 = {P( (Xo Xo)....,X,,),

P(f(Xo Xo) f(f(Xo,Xo), f(Xo Xo)). ey f(X,,,l.,anl))}.

> 02 = {x1/f(x0,%0), x2/ f(f (X0, %0), f (X0, X0
Sy = {P(f(x0,x0), f(f(x0,%0), f(x0, X0
P(f(x0,%0), f(f(x0,x0), f

F(f(f (%0, x0), f (X0, %0), F(f(x0, %), f
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Complejidad del algortimo

Considere el conjunto

= {P(x1,...,%n), P(f(x0,X0), F(x1,x1),.-,F(Xn—1,%Xn—1))}

Entonces:

> 01 = {x1/f(x0, %)}y
801 = {P(f(x0,%0),---,Xn),
P(f(x0,X0), f(f(x0,%0), f(X0,%0)),- -+, F(Xn—1,Xn—1))}-
> 0> = {x1/f(x0, %), x2/f(f(x0, x0), f(x0, %0
Sy = {P(f(x0,x0), f(f(x0,%0), f(x0, X0
P(f(x0, x0), f(f(x0, %), f

f(f(f(x0, X0), f (X0, %), f(f (X0, %), f

En particular, el k-esimo atributo del segundo atomo de S tendrd
ocurrencias de f.
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Complejidad del algortimo

Considere el conjunto

= {P(x1,...,%n), P(f(x0,X0), F(x1,x1),.-,F(Xn—1,%Xn—1))}

Entonces:

> 01 = {x1/f(x0, %)}y
801 = {P(f(x0,%0),---,Xn),
P(f(x0,X0), f(f(x0,%0), f(X0,%0)),- -+, F(Xn—1,Xn—1))}-
> 0> = {x1/f(x0, %), x2/f(f(x0, x0), f(x0, %0
Sy = {P(f(x0,x0), f(f(x0,%0), f(x0, X0
P(f(x0, x0), f(f(x0, %), f

f(f(f(x0, X0), f (X0, %), f(f (X0, %), f

En particular, el k-esimo atributo del segundo atomo de S tendrd
2k — 1 ocurrencias de f.
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Complejidad del algortimo

Por tanto, el paso 3 del algoritmo toma tiempo exponencial.

Existen algoritmos de unificacién mas complejos pero de
complejidad lineal.

PROLOG implementa el algoritmo que presentamos pero
simplemente elimina el chequear si t menciona a x.

Como hemos visto, esto puede generar problemas en algunos casos.
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.Y si tenemos igualdad?

Una de las restricciones del teorema de Herbrand es que las
cldusulas no contengan literales de la forma t; = t, 0 —(t; = tp).

El teorema de Herbrand relaciona el contenido semantico con el
sintdctico.

Sin embargo, la igualdad es un tipo especial de relacién y requiere
tratamiento particular.

Para ello debemos explicarle al procedimiento de resolucién como
entender la igualdad.

Ejercicio: ;Cémo podriamos explicarle al procedimiento que la

cldusula
{a=b,b=c,~(a=c)}

es insatisfacible?
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Axiomatizacién de la igualdad

Para que todas las propiedades de la igualdad sean tomadas en
cuenta debemos incluir en nuestra base de conocimiento el
siguiente conjunto AX_ de cldusulas:

v

(reflexividad) x = x.

> (simetria) x =y — y =x

» (transitividad) x=y Ay =z —>x=z
>

sustitucion de funciones) Para toda funcién n-aria f,

VX1, .y Xn( /\ xi=yi — f(xt,...,%xn) = f(y1,---,¥n))

1<i<n

v

(sustitucion de relaciones) Para toda relacién m-aria R,

VX1, - Xn( /\ xi=yi NR(x1,...,xn) — R(y1,---,¥n))

1<i<n
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Resolucién e igualdad

Es posible demostrar que si X es cualquier tipo de cldusulas
(pueden mencionar igualdad), entonces:

2 es insatisfacible si y sélo si la cldusula vacia puede ser obtenida
mediante resolucién desde > U AX_.

Ejercicio: Demuestre usando resolucién que la consulta P(a, g(b))
es consecuencia légica de la base de conocimiento:

P(f(x),&(x)) f(b) = a
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Paramodulacion

El problema con las resoluciones que incluyen los axiomas de
igualdad es que suelen ser muy largas y con un alto nimero de
resolventes.

Una técnica que intenta hacer esto mas eficiente es la llamada
regla de paramodulacién:

Si C; es una cldusula que menciona al termino t/, y existe
sustitucion 6 tal que t0 = t'6, entonces de G y G U {s = t} se
puede inferir toda cldusula que se obtiene desde (G U (3)6 al
reemplazar un subconjunto de las ocurrencias de t’ por s.

Ejercicio: El ejercicio anterior pero ahora usando paramodulacién.
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Férmulas no clausales

Ejercicio: Demuestre que para todo conjunto de oraciones [ existe
un conjunto X de cldusulas tal que

[ es insatisfacible < ¥ es insatisfacible.

Esto significa que cualquier conjunto de oraciones puede ser
transformado en un conjunto equiconsistente de clausulas, y luego
se puede utilizar resolucidén para verificar su satisfacibilidad.
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Observaciones finales

La resolucién nos asegura que llegaremos a la cldusula vacia si X es
insatisfacible.

Sin embargo, no nos asegura que el procedimiento va a terminar
cuando X es satisfacible.

Incluso cuando X es satisfacible podemos equivocarnos y seguir
demostraciones infinitas.

Esto tiene sentido: El problema de satisfacibilidad para la Iégica de
primer orden es indecidible.
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Observaciones finales: No terminacién

Ejemplo: No terminacidn.

—Q(f(x)) V P(x) —P(f(y)) v Q(f(y))

x/f(y),
=Q(f(f(y))) vV Q(f(y))

x/y

—~Q(f(F(x))) v P(x)

~QUF(FF()))) v Q(F(¥))

~QUF(F(F(x)))) v P(x)
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