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=%  Flujo laminar y ecuacion de momentum Eﬁm

Balance de momentum

v" El balance se aplica a un volumen de control de fluido con el
objetivo de desarrollar u obtener una ecuacion diferencial que
represente y describa el comportamiento del mismo.

v’ Para la resolucion de la ecuacion diferencial sera necesario
Imponer restricciones fisicas del sistema (condiciones de
borde) y de tiempo (condiciones iniciales).

v" La resolucion de la ecuacién diferencial nos proporciona la
distribucidn de velocidad en el sistema de donde se obtiene
ademas el esfuerzo de corte en la interface fluido-solida.

v El planteamiento del comportamiento de fluidos mediante
balances de momentum es un tema basico e introductorio del
transporte de momentum.
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Balance de momentum

Para flujo estacionario el balance de momentum queda definido por
la ecuacion general:

Flujo de momentum | | Flujo de momentum | Z E del sistema
entrante saliente

0

Generalidades

v" Los balances se aplican a una delgada “envoltura’ de fluido.
v" Se considera flujo rectilineo en estado estacionario.

v' Las fuerzas que nos interesan son las de presion actuando sobre
las superficies y las de gravedad actuando sobre todo el volumen.
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Generalidades

v El momentum que entra o sale del sistema por transferencia de
momentum lo hard ya sea por transporte molecular o por
transporte convectivo.

v El balance de momentum, resulta en un balance de fuerzas
porque tiene relacion con los flujo de momentum que entran y
salen del volumen de control.

v" Si el flujo es Newtoniano, podremos relacionarlo con la ec. de
viscosidad de Newton para determinar el perfil de distribucion
de velocidad del sistema.

v" Si el flujo es no-Newtoniano la ec. de viscosidad de Newton no es
valida y otros modelos empiricos deberan ser utilizados para
determinar el perfil de distribucion de velocidad del sistema.



E2%: Condiciones de borde en el balance de momentum Eﬁm

Determinaciones de hecho fisicos para valores concretos de la
variable independiente utilizadas en la resolucion de integracion de
problemas de fendbmenos de transporte.

v" Interfase fluido-sélido: velocidad del fluido = velocidad con que
se mueve la superficie de contacto, principio de adherencia.

v Interfase fluido-gas: densidad de flujo de cantidad de
movimiento o esfuerzo de corte, y por consiguiente el gradiente
de velocidad en la fase liguida se supone igual a cero.

v Interfase fluido-fluido: la densidad de flujo de cantidad de
movimiento como la velocidad son continuas a travées de la
Interfase.
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Considere el flujo de un liquido en estado estacionario descendiendo
por un plano inclinado, el liquido presenta T° cte. y por ende py u
permanecen ctes. Considere ademas un volumen de control de largo
L, espesor variable A,y ancho perpendicular al plano de la imagen
W, el cual se encuentra alejado de las entradas y salidas del sistema
de forma tal que no existe influencia sobre v,.
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Enirazle e oamildad o9 mersdmlasts
dekzblr 2 flujlz -

G = ;i + PV, V, -

= P+1; + pPVV,

Flujo de momentum | | Flujo de momentum | Z E del sistema | =0
entrante saliente

Flujo de momentum = FM
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Enrasle < ambidad da meulmleste
dablds ¢ Fluje -

FM entrante en la
seccion transv. a x (LW)(z,,)
(por viscosidad)

FM saliente en la

seccion transv. a Xx+A4x LW )(z
(por viscosidad) ( ) xz)x+AX

FM entrante en la

seccion transv. az =0 AXY y |
(mov. del fluido) WAxv,)(oV,)

FM saliente en la

seccion transv.az =1L
(mov. del fluido) (WAXV,)(V,),_,

F. de grav. actuando

sobre el fluido (LWAX)(/)Q COS /B)




s Flujo laminar de un film en descenso a"‘;'m

Flujo de momentum | | Flujo de momentum | Z E del sistema | = 0
entrante saliente

LWz, —LWz, +WAxpv,

. ~WAX pv?
...+ LWAXpg cos 5 =0

+ ...
z=L

+A

Los terminos tercero y cuarto se cancelan, y se divide por el volumen
de control, permitiendonos hacer el Ax iInfinitamente pequeno,

obteniendo por definicion la primera derivada implicita de 7,
respecto a x:

Xz

[im ™~ pgcos g

AX—0 AX
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dr,,
dx

Integrando implicitamente, se obtiene la ec. que describe el flujo de
momentum (distribucion del esfuerzo de corte):

L = pgcos f

= pgxcos S+ C,
Aplicando la C.B.1, (interfase fluido-gas) en x = 0, 7,, = O
tendremos que C; = 0:
= pgxcos 3

Como el fluido es Newtoniano aplicamos la ec. de viscosidad de
Newton para obtener la distribucion de velocidad:

dv COS
T, = av, ﬁ 2 - P 'BX

X7 dx dx - 1
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Integrando implicitamente:

- (pgcos,ﬁjx ‘C,

Z 2/,[

1
o

Aplicando la C.B.2, (interfase fluido-solido) en x = o, v
tendremos que C, = (g cospS / 2u) &

V. =

y4

0957 cos S 1_(xj2
2

Resultando en una distribucion de velocidad parabolica.

11
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Otras cantidades importantes pueden ser calculadas:

2
1) Velocidad maxima, Vmax enx =0 V;nax _ 0J0° Ccos f#
24

W

j Vv, dxdy X

ii) Velocidad promedlo : =203 = 5_[Vzdx
j dxdy 0

0

Ot

Ot—=

14 S )
v2:5£vzdx:pg COS'BJ 1—(

2 2
j iy — P30°C0s B
2

3u

X
9
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1ii) Velocidad volumétrica o Caudal, Q:

W S L W3
Q=fv.as=[[vd dxdy =v, (W) = 2 BﬂCOSﬂ

Iv) Espesor de la capa limite, ya sea como funcion dev,,de Qo la
velocidad de flujo de masa por unidad de anchura de pared

(I'=pSV.)

5 3uv, | 3Q | 3ur
opgcosf \ pgWceosp | p°gcosp

13
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v) Componente-z de la fuerza F del fluido sobre la superficie, se

obtiene intengrando el esfuerzo de corte sobre la interfase fluido-
solido:

= LWpgo cos

14
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Ejemplo 5:

Describir el comportamiento del flujo laminar de 2 fases inmiscibles
fundidas de escoria y metal que descienden en estado estacionario por
un plano inclinado. Las fases de escoria y metal presentan espesores
o,y o,y viscosidades cinematicas v,y v, respectivamente.

Ejemplo 5, Solucion:

Para la escoria, se cumple la CB fluido-gas:

—poxcosp [y o QCOSH,

dx V.

Integrando:

V, =— gcosp x°+C,,  J5,<x<0
2V

S
15
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De igual forma para el metal, tendremos:

2
dv, gcosp "
dx* V

Integrando intrinsecamente 2 veces:

v, = [ggosﬂjx +C,x+C,, 5,<x<(5,+7,)
Vm

m

Para determinar los valores de C,, C, y C,, imponemos las 3 CB:

CB.1l:v,=0enx=(o+0,)
C.B. 2: v, (metal) = v, (escoria) en X = 4,

C.B. 3: ¢, (metal) = z,, (escoria) en X = ¢,

16
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Flujo laminar de un film en descenso Eﬁm

Resolviendo el sistema algebraico de 3 condiciones y 3 incognitas:

(05 + P )5, COS 8
C, =
H
C3:(5S+5)gcos,8 C.(5.+5.)
2V,
2
gcos B 6, (20, +5,) 6. L C5

17
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Considere el flujo laminar de un liquido en estado estacionario entre
2 placas paralelas, el liquido presenta T° cte. y por ende p y u
permanecen ctes. Considere ademas un volumen de control de largo
L, espesor variable 4, y ancho perpendicular al plano de la imagen
W, el cual se encuentra alejado de las entradas y salidas del sistema
de forma tal que no existe influencia sobre v,.

18
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G = 7T + PV;V;
= p+7; +pV,V,

Flujo de momentum | | Flujo de momentum | Z E del sistema | =0
entrante saliente

Flujo de momentum = FM

19
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(Flol\c/)lre\:\itslgi)r;tizI ZQ)Ia seccion transv. ay (LW )(Tyx) y
e e SN (LW ),
(Fnl:/(l) \c/e.nég?r;ltﬁigr; )Ia seccion transv.ax =0 (\N Ayvx) (,UVX) ~
(F”I:/CI) \filji;nfﬁeu ie;ol)a seccion transv. ax =L (\N Ayvx) (,UVX) ~

F. de presion actuando en la seccion AyW [P(X — 0) — POAyW

transv.ax =0

F. de presion actuando en la seccion
transv.ax =1L

— AYW|P(x = L)|= —P_ayW

20
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Flujo de momentum | | Flujo de momentum | Z E del sistema | =0
entrante saliente

LWz,

+(P, =P )4yW =0

T LWz,

y+4y

Dividiendo por el volumen de control, permitiendonos hacer el Ay
Infinitamente pequefo, obtenemos por definicion la primera derivada
implicita de z,, respecto a y:

||m Fyx y+24y ~ y _ (Po ~ PL)
Ay—0 Ay L

dTyX _ (Po B PL)

dy L

21
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Imponiendo las condiciones de borde en la linea central (y =0) y en
las paredes solidas (y = 9):

CB.l:eny=0,7,=0
CB.2:eny=9, v,=0
_(PO_PL)

z-yx N 1 y

Como el fluido es Newtoniano aplicamos la ec. de viscosidad de
Newton para obtener la distribucion de velocidad:

1o o\R-PR)
VX_ZIU(52 yz) oL L

Resultando en una distribucion de velocidad parabolica.

22
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Otras cantidades importantes pueden ser calculadas:

w1 L (R-R)

1) Velocidad maxima,eny=0: V,

21 L
— 1% s (P, -P
ii) Velocidad promedio: V, = g‘(‘)‘vxdy — 3 ( O 1 L)

2Wo? (P, —P)
Y7 L

1i1) Velocidad volumétrica o Caudal: Q=

23



Flujo laminar estacionario

a través de una caneria

Considere el flujo de un liquido
en estado estacionario a través de
una cafieria de largo L y radio R.

El liguido presenta T° cte. y por
ende py u permanecen ctes.

Considere un volumen de control
cilindrico de largo L y espesor
variable 4r, el cual se encuentra
alejado de las entradas y salidas
del sistema de forma tal que no
existe influencia sobre v,.

Brrzds de omilded &=
medmients debide o fujs

¢

Eatstda ¥ stlidn de canisdod

gt modmienlo por Iromporle

L reta:idi]

i

|| rowd ddl ivbo

| Ervolicie de erptior i
w1 dr = fa gue 50 oplisaf
| Fat— gl balonce de 7 d
1 *oniided de movim, f-

salldy d= cantidad de mevie Rreside B, '
miente deblic o dyjs
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ékﬁﬂmﬁa& Flujo laminar estacionario Eﬁm
a través de una caneria

v,=0p
: | Distribueida parabilios de
| velovldad B{R)

¢ = 7T + PV;V;
= p+7; +pV,V,

i

:-:- it (Bl &l

1 )
T = da Syt @
il B
RN Y

Flujo de momentum | | Flujo de momentum | Z E del sistema | =0
entrante saliente

Flujo de momentum = FM

25



i Flujo laminar estacionario
a través de una caneria

FM entrante en la seccién transv. ar

(por viscosidad) (27zf Lz, )(r
FM saliente en la seccion transv. a r+A4r (2 L )
(por viscosidad) LT, [+ Ar
F. de gravedad actuando sobre el

volumen del cilindro (ZMArL)pg
F. de presion actuando en la seccion

transv.az =0 (ZMAr)Po

F. de presion actuando en la seccion

transv.az =1L (2721’AI’)P|_

En este caso el factor de area (2zrL) asi como el esfuerzo de corte

dependen de r.

26



Flujo Ia,minar estaciPngrio Eﬂ;ﬁm
a través de una caferia

Flujo de momentum | | Flujo de momentum | Z E del sistema | =0
entrante saliente

(2arLz, ) —(2arLz,)  +..

r+Ar

27 ArLpg + 27140 (P, — P ) =0

Es importante notar que todos los terminos contienen el factor r, por lo
tanto, siendo que r es una variable no deberiamos utilizarlo como
comun divisor. Luego dividiendo por 2zLAr y hacemos tender Ar a
cero para obtenemos la primera derivada implicita de rz,, respecto a r:

r+Ar _rrrz‘r ZI:PO[PL +,Og}l’

TI’Z

lim-
Im
Ar—0 Ar

27
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a través de una caneria

LI W il Y
(rz,) fos

dr L

Integrando los campos, se obtiene la ec. que describe el flujo de
momentum (distribucion del esfuerzo de corte):

T = + +
rz |: L m :| 2 r

Aplicando la C.B.1, (simetria) enr = 0, 7, = 0 tendremos que C, = O:

P,— P, r
T, = + .
Iz |: L pg:|2

28



== Flujo laminar estacionario Eﬁm
a través de una caneria

Como el fluido es Newtoniano aplicamos la ec. de viscosidad de
Newton para obtener la distribucion de velocidad:

dv,
dr

Aplicando la C.B.2, (interfase fluido-solido) en r
tendremos que:

_ PO_PL R_2
Z{ L +pg}(4ﬂ]

Resultando en una distribucion de velocidad parabolica.

t,=—H

1
o

R, Vv

29
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a través de una caneria

Otras cantidades importantes pueden ser calculadas:

: : . max [Po B PL } R*
1) Velocidad maxima,enr=0: V, = + 00 |—
L 411
1) Velocidad promediO'
L 27Z'R P . P R2
V, _rdrdéd [ L+ pg}—
L 8 1

P,-P, R’
iii) Velocidad volumétrica o Caudal: Q = +00 | —
L 8 1t

La ec. 1ii) es conocidoa en fluidodinamica como la ley
Hagen-Poiseuille y es valida para largos iniciales de entrada a
caferia de L, = 0.035 DRe asegurarando un flujo estacionario.

30



@w%% Flujo adyacente de dos fluidos inmiscibles mm:’“'
velocidad de entrada ] velocidad de salida suma de las fuerzas
de —_ de + que =0
cantidad de muvimimm§ cantidad de movimiento] Jactian sobre el sistema}

Distribuclén de i Py = P )b [nl + 3ul
velocidad = 2L ul 4 pll
e ———
I y menos
A %5\ viscoo b __ cortonte cero-
2 —
T - Interfase -~ .
4 - 1 ;] -
Fluide mds 1 ' p = gl ol
ul denso y mis / b2t
VisC O

. . .. ._ " s

1
o = _--—--—u[—]—n] cortante @ densidad de
2L ul 4 op flujo de cantidad de
moyimisnto

Fig. 2.5-1. Flujo de dos fluidos jnmiscibles. entre dos J§minas planas paralelas debido a un
oradiente de presiin.
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Flujo adyacente de dos fluidos inmiscibles a“;m

dro; _Po— o @5-1
dxr = I ¢ )

Esta ecuacion se obtiene tanto para la fase 1 como para la fase II. Integrando la
Ec. 2.5-1 para las dos regiones, resulta

sl (&:_..E&}z + ¢ (2.5-2)
= L
Te | = (P—'; PI‘):’(‘. G 2.5-3)

Se utiliza la condicién limite de que el transporte de cantidad de movimiento es
continuo a traves de la interfase de los dos fluados:

CL. 1: para x = 0 Tor == g1 (2.5-4)
Lo que nos indica que Cl' = C1“ , V. por tanto. le llamaremos simplemente ¢onstarnte

de integracion Cy.
S1 se substituye la ley de Newton de la viscosidad en las Ecs. 2. 5-2 v 2.5-3,

se llega a
I dn':l Po— PL {2.5-5
e~ )ota Y

La integracion de estas ecuaciones da

I Po—p)* _ G Cr (2.5-7)
wESTL LT, -
I
- C .
y‘1:=_%_lé'£‘"_!;]_:, + It (2.5-8)

32
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Flujo adyacente de dos fluidos inmiscibles

Para determinar las tres constantes de integracidn, se utiliin estas tres

linute adicionales
CL. 2:
CL 3:
CL. 4:

para x = 0. U‘I — ;,‘[[
pa_-[a W= mm b, ."Ir =
para X = + b, v 1=0

De estas ecuaciones se deduce que

c =_L&-Pa_1b(#‘-#"
L 2L ut +

CII = 4 M(‘E‘_ELII) = C

l_l_#

2%'L

)

Gl =

(= o=

C]I
_ (Do = pp)b* . Cib
24'L
(Py — ppb* Clb

Iﬂ“ L

(2.5-16)

Por lo tanto, los perfiles de densidad de flujo de cantidad de movimiento y de velo-

cidad son:

o = o ——Lmb[(

I _ﬂII)]
I +FII

E) _E(ﬂ
b 2N

II

o = Bl (A5 + (5t

+ FH

)6)-6)]

ot =B B0 (20) + (57450 ) - |

5]

(2.5-17)

(2.5-18)

(2.5-19)

Q.

+Il'.'2'I

+ Gt
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