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% &5 Ecuacion de Continuidad y Ecuacion de Momentum Eﬁm

Generalidades

v’ La ec. de Navier Stokes corresponde a la ecuacion general de
balance de flujo de momemtum y es valida para describir el
comportamiento de todo tipo de flujo.

v' Cuando se desea resolver problemas simples de flujos
iso-termales en donde p y p son constantes es preferible
aplicar balances simples diferenciales de momemtum.

v’ La ec. de Navier Stokes es utilizada en conjunto con la ec. de
continuidad para simplificar su desarrollo.

v' Ambas ecuaciones pueden ser desarrolladas vectorial o
tensorialmente dependiendo de las condiciones del problema
a enfrentar.
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Generalidades

v’ La utilizacion conjunta de estas ecuaciones, representan la
solucion matemadtica a problemas de flujo de fluidos, son
ecuaciones complejas y no siempre entregan soluciones
exactas.

v' La ec. de continuidad se desarrolla a partir de la aplicacion
de la ley de conservacion de masa a un elemento de volumen
pequeno inmerso en un flujo.

v' Ambas ecuaciones son validas para resolver problemas de
flujo laminar y turbulento, sin embargo debido a su
complejidad, se prefiere abordar estos ultimos mediante
modelos empiricos.
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Para desarrollar la ec. debemos aplicar la ley de conservacion de
masa a un elemento de volumen inmerso en un fluido en movimiento
que presenta las componentes de velocidad, V, V,y V.

Acumulacionde | _ Flujo de masa Flujo de masa
flujo de masa entrante saliente

____________________
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El flujo de volumen del fluido que entra a través de la seccion
transversal perpendicular a la direccion-x es el producto de la
velocidad (componente-x) y el drea de la seccion transversal.:

AYyAzZV _|

El flujo mdsico del fluido que entra a través de la seccion
transversal-x perpendicular a la direccion-x es.:

Ayaz(pv, ),

El flujo mdsico del fluido que sale a través de la seccion
transversal-x+Ax perpendicular a la direccion-x es.:

AyAz(pv, )

x+ Ax
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Las expresiones de flujo mdsico que entran y salen a través de

las otras secciones transversales perpendiculares a las
direcciones-y, -z, son andlogas.

La acumulacion, es la velocidad del cambio de masa en el
elemento de volumen de control.:

AxAy Az 2P
ot

". El balance general de masa es:

AxAYyAZ %—'[t) = AyAz(pvx

ot AxAz(pvy‘y - PV,

x IOVx x+Ax)+

Z+Az)
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Dividiendo por el volumen de control AxAyAz y haciéndolo
tender a 0, se obtiene la ec. de continuidad:

9 _ 9 v + 9 v + 2 Ly
ot ox L T oy Uy T P

Para fluidos de densidad p constante (mayoria de problemas de
ingenieria), la ecuacion de continuidad puede reducirse a la

forma:
oV
oV _ AN ov, _ 0
O0x 0y Oz

En notacion vectorial:
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Para todo tipo de flujos incluidos aquellos no estacionarios, el
balance general de flujo de momentum queda definido por:

Ve

: Flujo de mom. = Acumulacion de
Flujo de mom. J 4 ZFdel cist :L

entrante - saliente Flujo de mom.

Por simplicidad consideraremos solo la componente-x de cada
uno de los téerminos. Las componentes-y, -z, resultan andlogas:

Debemos considerar el flujo de momentum combinado total que

entra y sale por las superficies del volumen de control por efecto
de la componente-x del fluido.

G, =T, + NN, =p+7T,+pV\V,
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A
z |
sz | z+ Az E
Fuerzas viscosas causadas Toelyiny |
por el stress molecular en el i .
volumen de control el Coxly el ardr
y sz z
>
X
AyAz(rxx Ty X+Ax)-|—
...—I—AXAZ(Tyx LT T y+Ay)+..
+ A‘XAy sz z _sz Z+AZ)
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A pvzvx z+Az
Z 1
_ ,0Vny yiﬂly
Fuerzas convectivas v i
causadas por el movimiento PVVila | PV NV o] v
del seno del fluido |
o ! \'
(momentum-x) | . ) PVl
Y
PV,
|
X
AyAZ( XX _pvxvx x+Ax)+“‘
..+AxAZ(pVyV -V, V, ymy)+...
—_ AxAy( AN MZ)
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Fuerzas del sistema

En la mayoria de los casos, las fuerzas actuando sobre el
sistema provienen de la presion P y de la aceleracion de
gravedad g por unidad de masa. En la direccion-x, estas fuerzas
serdn:

x+Ax )

AyAZ(

=P
pg, AxAy Az

Finalmente, la acumulacion de flujo de momentum-x en el
volumen de control es:

o
AxAYAZ Vv
i (atp j
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Dividiendo por el volumen de control AxAyAz y haciéndolo
tender a 0, se obtiene la ec. de momentum de la componente-x:

O = Lovv + L ovv + L ovv |-
ot ox b T 8ypyx oz T

(2, 0, L2, e,
.. ax XX ay VX 82 zx ax /ng
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De manera andloga se obtienen las ecs. de momentum de las
componentes-y, -z.

0 (a 0 0 j
—pV, =—| —pV,V, +—pV V +—pV. V |—..

ot 0y Oz
( 2, ifzj_a_f’wg
oz 7 ) Oy g
0 0 % %
apvzz (a V. +_y'OVV +a—vavj
(ir +—rz+ﬂrzzj—a—P+pg
Ox ® 0z 0z
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Utilizando notacion vectorial es posible resumir las ecuaciones
anteriores. Representacion vectorial de la velocidad masica, pV, y
de la aceleracion, g, son triviales y conocidas, sin embargo, los

terminos OP/ox,0P/dy,0P/0z representan gradientes de presion.

La presion es una cantidad escalar, pero el gradiente de presion
es un vector denotado por VPO bien grad P. ..

VP = iP+iP+iP
o0x % z
donde:
V — ﬂ_|_ ﬂ+ﬁ

Q.
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Expresion general para la ley de conservacion de momentum
sobre un volumen de control inmerso en un fluido en movimiento.

%pv = —(V -pVV)—VP—(V °T)+ pg

Sin embargo, necesitamos relacionar los esfuerzos de corte o
componentes viscosos de esta ecuacion con los gradientes de
velocidad y con las propiedades del fluido para determinar las
distribuciones de velocidad.:

Para fluidos Newtonianos incorporamos el tensor de esfuerzos,
los nueve componentes de t, 3 relacionados con los esfuerzos
normales y 6 relacionados los esfuerzos de corte.

15



Tensor de esfuerzos viscosos de Newton

[r = -2 @Vx+2
xx 'uﬁx 3

u(V-v)

oV

Esfuerzos < T, =—-2u 4 -I-i,ll(V-V)

normales

g oy 3

oV 2
— 4 2 .
T i +3ﬂ(V V)

Q.
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Tensor de esfuerzos viscosos de Newton

Q.

Esfuerzos
de corte
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Esta ecuacion asume que tanto la densidad, p, como la viscosidad, L,

son constantes y ... v 0
-\ =

oV
8vx+ y+8v2_0

hiego: ox oy Oz
_8vx+v N, o, N OV | P 52vx+62vx+82vx .
Ao " "o 2o e | ax o a7 et | E

y}pgy

[ OV o, o, o, opP | 0°v, ©0°v, 0O°V
pl—+V,—=+V —=+V, — |=——+ Y =5+ 5+ —
0z Oy Ox oy 0z

ot T ox 7 Oy
_@VZ_H/ ov, ., ov. . ov.|__op &, &, &, |,
Aot "o Yoy ez | ez o o a2 | T
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Consideremos un volumen de control de un fluido moviendose en un
espacio sin flujo masico a través de su superficie, los cambios en la
componente-x de su velocidad con el tiempo y posicion serdn.

AV = N, At + N, Ax + N, Ay + N,
ot OxX oy 0z

Ademas la componente-x de la aceleracion esta definida como:

a = AV _J; ov . At avaer@vaer@vaz
e — M o 4 o At By At 0z At

At—0 Ar—0

Obteniendo:

OV OV OV _ ov, Dv.
a, = +V +V +V =

ot " ox oy 0z Dt
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La ec. Corresponde a la derivada substancial vista como la
aceleracion sobre el volumen de control. Expresiones andlogas

existen para las direcciones-y, -z, representando el sistema por las
correspondientes 3 derivadas substanciales y . .:

Dv
IOE =—VP+ lLlVZV + pg

Ec. de Navier-Stokes, que atribuye la Ley de newton en su forma de
masa ( p ) por aceleracion ( DV/Dt ) igual a la suma de fuerzas,
siendo estas; las fuerzas de presion ( VP ), las fuerzas viscosas
( ,uVZV ) y las fuerzas de gravedad o de cuerpo ( pg).

20



ékﬁﬂmﬁ% Ecuaciéon de Navier Stokes aﬁmmmnﬁu

Table 2.1 The continuity equation in different coordinates systems

" Rectanguiar coordinates {x, y, 2):

%'E+£(FFJ+EIPUJ+—-[PFJ-“ (A)

* Cylindrical coordinates (r, 8, z):

:f+lE{prr,]+ii[pm]+—{pvJ =0 (8)

. Spherical coordinates (r, 8, ¢):

B o=
1
"

o, 12 ' - (C)
FT EIPH"] r::nﬂ ﬂﬂim w0t {pl'.pl

"‘i'al:;iu 9.1:9.7 are from R. B. Bird, W. E. Stewart, and E. N. Lightfoot, Transpors Phenomena
_ Wiley, New York, 1960, pages 83-91. Reprinted by permission.
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é i Ecuacion de Navier Stokes E. A
Table 2.2 The momentum equatien in reetangular coordinates (x, y, 2) _
In terms ol 1:
i, d, 4 o, . _i;“
x-coumponchil -r-+u.# -H;ﬂ F,a' I
dr,, ﬂtm)
-—15;*1-3}’-3-5: + PR (A}
du, dv, e, ﬂu,,) o ar
p-component F(E + v, o + b, 2y + o, 3z 2y
e, a*:ﬂ' &:E!')
B
(Eh.’ * o tes, B
fu, i, N o, o) ap
I=componenl @ mﬂ_l'- + ¥ 2 3y "% 2
- " C
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Ecuacion de Navier Stokes

In terms of velocity gradients for a Newtanian Rmd with constant p and J78

o, N A, : ﬂu. ﬂi-'; __er
x-camponent  p T hg v ﬂy b = P
é’*:& %y
+ Y=g
dx*
Al :{au"-lr &"+E§H—’+u%)-vﬂ}
F-E[}mpﬂﬂﬂ J" H' &E 'y ﬂ‘!’ L ﬁz -ﬂ}l

e, Eiu_,
{f—‘x T
i, o, i, Jaf

_— e =

I —
=Tyt 2z
dty, g,

E“mmlmn":'“t [""" + By

+NI-§1 +;§}-§'+"—"—

f‘ﬁ

F‘i‘“é___; + P8

',

f'}.t. + pgi'

(D}

{E}

¥
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Table 2.3 The momentinn equation in cylindrical coordinases (r, 8, 2)

In terma ol t:

o g r H ar
TR
L B L B BT
s e

(A)

24
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In terms of velocity gradients for a Newtonian fluid with constant p and /-

afta 1 2%, 28w &%,
+”[E;E‘”")+FW‘F'E*E’]+"' o

Juyy  Buy  wgdug  uuy  Ouy 1 ap
#-component F(E""r'&"‘l'?i-f"r'l'l.-a;—)-—;ﬁ
afl & | 8¢ 2 M
b T R Bt | PP
a"'l‘ hl l.l' i all. ”
Z-COmipomen p{&-i-l,a--l---i—-lrl,g i----a—'.

——

P————r———

“The worm pu;  is the centrifugal force, It gives the effective force in the r-direction resulting from
fuid motion in (be 8-direction. This (ecm arises sutomatically on transformation from rectangular o
cylindrical coardinates; it does not have to be added on physical grounds.
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Table 2.4 The momentum equation in spherical coordinates (r, 8, ¢)

In terms ol t:

, onent av, ‘o av, N vy v, ve v, v§ + v}
r-comp Par T or "7 a0 T rsino dp r
P fra , I
= -3 " (;E-E(? ,,Hmé-—g(nesmﬁ)

rsinf d¢
dvg duvg vy vy vy dvg vy vicotl
f-component —+h—tm—a—— 2 2 _ ¥
P P ( a " " T 70 Trsinbog | r ’
| oP 1 0 | I ot
e P T —— : Jee
r 20 (ri P B T Akt ey Jr
+ T3 cotf N
. ; Toe PEe
Oy vy vy Ovy Vg Ovy DU, Vgl
-component  p|—== 4 v, —= 4 — ,
¢ P p(ﬁi ﬂﬁr+rﬂﬁ+rsmﬂa¢ r + r cot?
1 P (12 Lon, 1 du,

~ rsinfdg

Te 2c0t10

r

—— —_— 2 —
Ao T TG0t Thind 90

'rw) + Pgs

(B)

(€)
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In terms of velocity gradients for a Newtonian fluid with constant p and 4:

r-component  p

dv

——

+ v
ot

dv, v, dv, vy v, vg + vl
"Or " r 00  rsinf d¢ r

2 v, +
" r¥sin0 0 Per
31’@ 3&1.3 Up aUQ Vs 503 v.g l?,i cot @
B-c t o — = — -
component ( a "o T8 T reind ag r
I GP 2 dv, Vg 2cos 0 du,
= -+ Vi + 2 I R
rJG 30  r’sin?0 rsin®0 dagp
ﬂlié 3&),, Uy lau,* -ﬂd, al’ l’?uf Uaf)* )
-component —_—t U, — + — — Lo
¢ P p(ﬂf £ é‘r+r €9+r31n06¢r+ r * r €0
1 P Vg 2 o,
= - —— — 4 | V? :
rsin0adgp T Tsin 6 r¥sin 0 d¢

2 COS 0 f)UQ

" r?sin? 0 :?cf:) T PRs

+ P8

(D)

(E)

(F)
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Table 2.5 Components of the stress tensor in rectangular coordinates (x, y, z)

Tex = “ﬂf% — (V- I*)“ (A)
o = Lz% - %twf " ®
T = —H 2:‘1 - §(V- n) (C)
Tay = Tyx = “‘ﬂ[%?;’ + %%ﬂ | (D)
A -‘3”;; + ‘33‘; (E)
.
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Table 2.6 Components of the stress tensor in cylindrical coordinates (r, 8, 2)

T, = -,u:z%?' — (V- ”)] (A)
= ! 2(; o 5;) - §E?-v}] ()
T = —H ;2%?- — (V- v)] Q)
. 1) +3 = D)
1, =1,=—=H :%%— + }iﬁ (F)
{?-v}=;%(ru,}+%%1;—”+% (G)
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Table 2.7 Components of the stress tensor in spherical coordinates (r, 8, ¢)

T, = “ﬂ[z% - (v vl] (A)
too = -—u[z(E i’;’ o ) ¥v- n] (B)
Tpe = '“[2(r si]n ! % + % i c::tg) - (V- !?)] (C)
Lo = T = "ﬂﬂf %('?) + ';l: %} (D)
Tap = Toa = LS": 8 ;ﬂ(sm 8 r si]n 0 %] (E)
for = Top = —H :r s:n 0 z: tr %(?H (F)

- 1 a 1 @
{‘?-v}:-l—-‘i{r v,.}+w-——--—(vgsm6}+ ¢

(G
2 o n0 30 s ap )




