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Capitulo 1
Sistemas de un grado de libertad
Sistema lineal: Ecuacion diferencial que rige su movimiento es lineal
Ejemplo:
mX + cx + kx = f(¢t)
1.- Principio de superposicion:
e1(t) — si(t)

e2(t) — s2(t)

Entonces: ei(t) + ex(t)+...— si1(t) + s2(t)+...
La presencia de una excitacion, no afecta la respuesta del sistema a otras excitaciones.

2.- En el estado permanente: La respuesta de un sistema lineal a una excitacion armdnica Q, es ala

misma frecuencia Q.
Si f(t) = FsenQt - x(t) = Xsen (Qt-0)
Linealizacion de los sistemas para pequefias oscilaciones respecto a su posicién de equilibrio.
sinf - 60
cosf -1
02,00, etc > 0

Ejemplo:
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. l
109+mg§<9—§+§—---)=

Para pequefias oscilaciones 1,6 + mg%@ =0

1.1- Componentes del modelo dindmico elemental

e Masa, m (concentrada en un bloque rigido).

* Propiedades elasticas, k (resorte sin masa).

e Disipacidn de energia o amortiguamiento, c (supuesto viscoso)

* Fuente de excitacién: f(t), fuerzas y/o momento Xp(t), movimiento de la base.

Fosicion de

L x(t) :Eb_(f)k

L 1 f(t) ¢
1S | T, — OO
B T ST
L LJ Pl
A a(t)
Fig 1.1 Modelo ideal
Fuerza F F

Rigidez = = =—
& Deformacion x, —x; Ax
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Amortiguamiento viscoso :

Ecuaciones del movimiento del sistema ideal:

ma

Ws

Se obtiene una ecuacién diferencial lineal de segundo orden. A continuacidn se resolverd esta ecuacion

F=c(v2—w)

Ingenieria
y Ciencias

Cc : Coeficiente de amortiguamiento viscoso

mi + cx + kx = f(¢t)

primero para casos particulares y posteriormente para el caso general.

o =Ee
; FIA=EAI/I
k F EA/1
- = — =
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: . - Resortes en serie:
A K . — ’E‘. e L_1,1
keq ki ke
/’1 Resortes en paralelo:
}]'_L keq:k1+k2
e Ceq
k =
k= 3EI
T L2(L+L1)
192 El
k= I3
3 EIL
k= a?b?
L=a+b

1.2.- Vibraciones libres ( f(t)=0)

Se llama vibraciones libres el movimiento de un sistema sin la accién de fuerzas externas. Obviamente
para que el sistema se mueva es necesario sacarlo inicialmente de su posicion de equilibrio a través de
un desplazamiento y/o velocidad inicial.

1.2.1.- Vibraciones libres y no amortiguadas ( f(t)=0y c=0)

Determinar el movimiento del sistema ideal cuando se le da un desplazamiento y velocidad inicial (xq y
Xj ). El problema entonces se reduce al siguiente problema del valor inicial P:V.I.

mX+ kx = 0;x(0)=0;x(0)=0
La solucion de esta ecuacidn es:

x(t) = Ciet + Cye™t
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Los valores de r son determinados de la ecuacién caracteristica:

mri+k=0->7r=4j

3=

La solucion general de una ecuacién diferencial es la suma de todas sus soluciones particulares, por lo
tanto:

x(t) = Ce/"nt + C e~ IWnt

Donde:

utilizando la ecuacidn de Euler:

e'¥ =cosp +ising

el* = cosx +isinx

O]cos ¢ I Re

Reemplazando las C.I. se obtiene que:
’k ) ’k - e
x(t) = Acos —t+ B sin —t : Movimiento Armonico simple

Las constantes A y B se obtienen de las condiciones iniciales, obteniéndose:

(1-1)

Xo .
x(t) = xg coswyt + o sin wyt;wy, =
n

x(t) = Xy sin(w,t + @)




Prof. Dr. MSc. Eduardo Salamanca H. ' fo
Vibraciones Mecdanicas ME4701- Cap 1 aio 2010

Ingenieria
y Ciencias
PP (1-2)
Xo = X0 + (Xo/Wn)

tan @ = w,xo/Xg

Movimiento armonico simple: Movimiento de una masa m unida a un resorte de rigidez k:

=

[ ]
g X%
t=0
L
Paosicion de equilibrio -~

[
L
\K
|
A
¥
__Xo
|
|
i
|
Ho

Fig 1.1. Movimiento armaénico simple

X, = Amplitud del desplazamiento, valor pico (m)

T = Periodo del movimiento (s)

f=1/T = Frecuencia del movimiento (Hz)

w, = 21 f, = Frecuencia (circular) natural de vibrar (rad/s)
¢ = Angulo de fase (rad)

v = x = Velocidad (m/s)

a = ¥ = Aceleracion (m/s?)

/s
v(t) = x(t) = Xqw, cos(wy,t + @) = Vi sin(w,t + ¢ + E)

a(t) = ¥(t) = —Xow, 2 sin(w,t + @) = Aysin(w,t + ¢ + 1)

V, = Amplitud de la velocidad, valor pico (m)
A, = Amplitud de la aceleracidn, valor pico (m)

Xop = Valor peak to peak del desplazamiento = 2 X,
XRMS = Valor RMS = 0,707 Xo

La velocidad y aceleracidén estan adelantados respecto al desplazamiento en 90° y 180° respectivamente.
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La frecuencia con que vibra libremente el sistema ideal sin amortiguamiento, w, , se llama su frecuencia
natural de vibrar:

k
w, = |—
" m

e Solo depende de las caracteristicas del sistema (k y m)
e Sidisminuye la rigidez del sistema, disminuye w,
* Siaumenta la rigidez del sistema, disminuye w,

Ejemplo:

Maquina rigida montada en 4 aisladores sobre una base elastica Despreciando la masa de las vigas
respecto a la masa de la maquina, el modelo del sistema sera el indicado en la figura. Los 4 aisladores
estan montados en paralelo entre ellos y en serie con la viga, por lo tanto, de Tabla N91 la rigidez
equivalente k sera:

B 1 _ 4kg - ky
T 1/4kg + 1)k, 4k, +k,

M -
M
K K
I ° 2 —] 4 K =l —/—
—] —/—
K, K
o’ e e

Fig 1.2. Maquina rigida montada en 4 aisladores sobre una base elastica

k

M = masa de la mdaquina
K, = rigidez de cada aislador
K, = rigidez de la viga

Ejemplo numérico
Considere que:
e K,=10%(N/m)
e 4K,=10°(N/m)
entonces, la rigidez equivalente del sistema sera:
108 - 10°

- v . 106 ~
k= o506 = 099 10°(N/m) ~ 4kq

Conclusiones importantes:
1. Cuando la rigidez de un elemento en serie es mucho menor que los otros, la rigidez equivalente
es aproximadamente igual a la rigidez del elemento menos rigido.
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2. Lo anterior muestra como flexibilizar para disminuir la frecuencia natural de una maquina: al
agregar un elemento elastico disminuye la rigidez equivalente del sistema.

Ejemplo
Rotor de eje elastico montado en descansos hidrodinamicos y sobre una base rigida:

' M ! M+mg/2

N N N,

Fig 1.3. Rotor de eje eldstico montado en descansos hidrodinamicos y sobre una base rigida.

1 k
w, =— |————
" 2m [M+m,/2
M = masa del rotor
M. = masa del eje
K. = Rigidez del eje
Ko = Rigidez de la pelicula de aceite

Zko " ke

 2ko + kK,
Conclusion importante:
Observe de la expresién anterior, que la frecuencia natural de vibrar del rotor cuando esta detenido es
diferente a su frecuencia natural cuando estd girando. Cuando esta detenido no existe la pelicula del
aceite.
1.2.2.- Vibraciones libres amortiguadas
Resolver P.V.I:

mX+cx+kx = 0;x(0) =xy;x(0) =x,

Ecuacidn caracteristica: mr’+cr+k=0
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T'l,Tl == _%i

Para que el sistema vibre, r; deben ser imaginarios:

k c 12
> |7l
m 12m
Se define el amortiguamiento critico, cc, como el maximo valor de c para que el sistema pueda vibrar

libremente. De la ecuacion anterior se concluye que para que eso ocurra:

La expresion anterior es mas comodo expresarlo en funcion de 2 parametros que son faciles de medir en
la practica: £y w,

c
¢ = — = Factor de amortiguamiento
CC

en base a estos parametros las soluciones de la ecuacidn caracteristica seran:
T, =—§ oy & UMY, EZ -1
Caso I

Amortiguamiento sub-critico (§ < 1) = Raices complejas conjugadas = Existe vibracion. En este caso la
solucién de la ecuacidn diferencial sera:

x(t) = e~5 “nt(A cos wqgt + Bsin wgt)

Ay B determinados de las ecuaciones iniciales xg y X

Luego:

Xg + x0§ 1-5
x(t) = e~% @nt (OTOEII sin wgt + x, cos oodt) (1-5)

d
wq = wp4/1— & = frecuencia natural de vibrar amortiguada
x(t) = Xoe ™% “ntsin( wqt + ®,) (1-6)
Xo + x0€ wp)?
Ko eyt + Fot Ta8 00)
Wq
WgXo

tang, =

Xo + %0 wy

El efecto del amortiguamiento en las vibraciones libres, figura 1.4 y 1.5 es:
e Disminuir secuencialmente la amplitud de las vibraciones libres.
* Disminuir la frecuencia natural de w, a wqg
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En la practica generalmente § < 0,2 y w, =
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wq , es decir, la frecuencia natural de vibrar es

aproximadamente igual en valor a la frecuencia natural de vibrar amortiguada. Sin embargo, debido a lo
anterior en mucha de la literatura existente se habla de frecuencia natural indistintamente para ambos

Casos.

x(t) /

Td=42n

‘\H Da
—1 =
ol
e : [Xoeé
e &
g Tm—
o 1\ f*\ ¢
P
/ .
- i
H‘_F__,_,_,—'—"
ﬂf-—-‘,—ﬂ
‘_,.,_—'-'f
Fig 1.4. Vibracidn libre amortiguada
k‘&ﬂ
Pt
7 - T= d;
 ————n
/ — =
); H“_‘\:\'\ ’
a\.—}

C=0,02C. (2% C,) ; €&=0,02 ; Varias oscilaciones en vibraciones libres
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[
B dtt)
- -
ﬁ -
. - - = ; ﬂun =
V) ) ! U t
Elastomero *
C=0,4C. (40% C,) ; €&=0,4 ; Pocas oscilaciones en vibraciones libres
. dit)
-
/ P |
VT o i s = -
7 | t

C=C, (100% C.) ; &=1; No se generan oscilaciones en vibraciones libres

d(t) = desplazamiento vibratorio después de desplazar en d; el sistema desde su posicion de reposo y
dejarlo vibrar libremente.

Decrecimiento logaritmico (6):

Una forma practica de determinar el amortiguamiento es a partir de un registro de vibraciones como el
indicado en la figura 1.4, midiendo el cuociente entre dos amplitudes X, y Xn41.

Definicion:

Xn

6=1n(X

n+1

) @7

Los valores de X, y X,;1 ocurren en un tiempo ty t + Ty respectivamente. Para ambos casos
sin(wgt+@q)=1. Entonces:

e_E wnpt

6d=1In (m) :11’1(6E wan) =% w,Tg = \/1—_—52 (1-8)

Para pequefios valores de €,
6 = 21mé

Caso ll:

Cuando el amortiguamiento es critico (§ = 1), se obtiene:
* raices reales e iguales
* no existe vibracion
=1 =—8w,
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La solucion para este caso es:
x(t) = e8 Ont(A; + A,t)
introduciendo las condiciones iniciales:
x(t) = e 8 Ont(xy (1 + wpt) + %)  (1-9)

Caso lll:

Cuando el amortiguamiento es sobre-critico (§ > 1), se obtiene:
* raices reales y desiguales
* no existe vibracion

T, = —fon T wp/E -1

x(t) = Cient + Ce™t

x(t) = e% @nt [A sinh < W, /EZ — 1) + B cosh < W, /EZ — 1>] (1-10)

x(t)

Fig 1.6. Vibraciones libres en sistemas con amortiguamiento critico y sobre- amortiguado

Cuando el sistema tiene amortiguamiento critico o sobre amortiguamiento, se observa que en las
vibraciones libres, la respuesta no es oscilatoria, el cuerpo solo retorna hacia la posicién de equilibrio,
como lo muestra la figura

1.2.3.- Estabilidad de un sistema
La estabilidad de un sistema se analiza en sus vibraciones libres:

La solucion de la ecuacién:
mi+cx+kx=0
Es:
x(t) = Ae™ = Ae%teVt
Donde:
r= o+ jw
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x(t) () 7(i)
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pB el [l Avavay S csavRy

3:( t ) z(t ) (i)

2(t) x(t) x(t)

divergent
M ; : ]_/_// ¢ inestability

\ \ .

Fig 1.7. llustracion del criterio de estabilidad en el plano complejo

Criterios de estabilidad

Una condicién necesaria y suficiente para que un sistema sea estable, es que todas las raices de la
ecuacion caracteristica tengan partes reales negativas.

Lo anterior queda ilustrado en la figura 1.7. Se observa que cuando o es positivo el movimiento es
inestable (el desplazamiento x(t) tiende a infinito con el tiempo), mientras que cuando o es negativo el
movimiento es estable ( el desplazamiento x(t) tiende a cero, o a la posicion de equilibrio, con el
tiempo).

Analizando para el caso del sistema ideal:

Se produce un movimiento inestable cuando k y/o c sean negativos. Fisicamente esto significa, como
ocurre en muy raras ocasiones, que estas fuerzas no se oponen al movimiento, sino que lo ayudan.

Ejemplo: Analice la estabilidad del péndulo invertido de la figura 1.8

Fig 1.8. Ejemplo de un péndulo invertido



- fefm

Prof. Dr. MSc. Eduardo Salamanca H.

Ingenieria
Vibraciones Mecdnicas ME4701- Cap 1 afio 2010 yr%,%]xlg;a
/. Z MO = 106
/’””“7‘{ l l
YR —k—sinf=cos@ + mglsin@ = ml?6
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f,?/ < ml9+79—mgl9=0
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2Kk(1,/2 )sen® | / // zmw(t)kf (kt il 2_”;9 )6(t) =0
*——ﬁ‘—é / r2 =— — ﬂ
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s //
9 / ‘ /
£
/

Si la rigidez efectiva k* es negativa, es decir si k/ - 2mg < 0, el movimiento del péndulo sera inestable, es
decir, si se le desplaza de su posicion de equilibrio el no trata de volver a su posicidén de equilibrio sino
que se aleja mas de ella.

Para este ejemplo se puede obtener la misma relacién solo de la fisica del problema : para que el
péndulo vuelva a su posicion de equilibrio(estable), es necesario que el momento que genera la fuerza
del resorte respecto al punto O, sea mayor al que genera el peso:

kl sene (I/2 cose) > mg | sene

1.3. Vibraciones Forzadas
En este punto se estudiara la respuesta del sistema ideal bajo la accién de diferentes tipos de fuerzas
excitadoras:

*  Fuerza armonica

* Fuerza periddica

* Fuerza cualesquiera

e Fuerzas de impacto
1.3.1.- Vibraciones forzadas con excitacion armoénica

Las ecuaciones del movimiento del sistema de figura 1.9 son:

mX + cx + kx = FysinQt
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LA~ FysenQt

L 194) —

Fig 1.9. Sistema ideal con excitacién arménica

La solucién de la ecuacion anterior es la suma de la respuesta de la ecuacion homogénea (término de la
derecha igual cero) mas una respuesta particular, como se indica en la siguiente ecuacion:

x(t) = Ae~% “ntsin( wgt + ® )+ Xosin(2t — @)

x(t) = Vibracién transiente (Solucion homogénea) + Vibraciéon Estacionaria (Solucién particular)

La solucion homogénea es la ecuacion (1-6) en el punto anterior para las vibraciones libres
amortiguadas. Las constantes A y ¢, se determinan de las condiciones iniciales (y como en toda
ecuacion diferencial, estas condiciones se aplican a la respuesta total). La amplitud y el desfase de la
respuesta estacionaria (como se deduciran en el punto siguiente) son:

v Fo/k
o 2
2 -
EA e wa
wn wn
280
0‘)1’1
tan @ = ——0d (1-12)
- ()
wn
Respuesta Estacionaria Respuesta Transiente
30 T T T 30 T T T T T T T T T
20 20
10 10
= 2o
10 -10
20 -20
30 -30 = = : = k : : : °
20 40 B0 80 100 1200 140 160 180 200 a 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200

t t

Vibracion estacionaria Vibracion transiente
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Respuesta Total

B0 T T T T T T T T T

-0 L L N L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t

Fig 1.10. Vibracion total = Vibracidn transiente + Vibracidn estacionaria
De las expresiones anteriores es necesario remarcar:

e larespuesta estacionaria es armonica y a la misma frecuencia Q de la excitacién. Esto es porque
el sistema tiene comportamiento lineal, como en la mayoria de los casos practicos ocurre. Si el
sistema tuviese comportamiento no-lineal, la respuesta estacionaria seria una suma de
componentes armonicas de frecuencias multiplos enteros y/o fracciones de la frecuencia Q de la
excitacion.

* la respuesta transiente desaparece rapidamente con el tiempo. A mayor amortiguamiento mas
rapido desaparece.

1.3.2.- Método del dlgebra compleja

El uso del dlgebra compleja generalmente simplifica el proceso de solucién de la ecuacidn diferencial.
Una funcién x(t) = X, sen (wt + @) puede ser representada como la proyeccién de un vector X,
que gira con velocidad angular, w, como se ilustra en la figura 1.11

Ji x(t)

Xosenl{ ot + )

Fig 1.11. Representacién de una funcidn armdnica
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El vector rotatorio X, expresado en funcién de los ejes R, / es:

Xo = X, cos(wt + @) + jX, sin(wt + @) = X,e/ W+ = x e/wte?
X—)O — Xejwt
X = X,e® = amplitud compleja
Por lo tanto, x(t) = X, sen (wt + @) puede ser expresado como:

x(t) = Im(Xe/"t)

En la literatura generalmente se obvia escribir Im, y simplemente se escribe (lo que es obviamente
incorrecto, pues un real no puede ser igual a un complejo)

x(t) = Xelwt

A continuacion se utilizara el algebra compleja para determinar la respuesta estacionaria mostrada en
las ecuaciones (1-10) y (1-11). La fuerza es expresada por la siguiente expresidn, donde F al igual que X
es un complejo que tiene mddulo y fase:

f(t) = Fel?t

Por ser un sistema lineal, la respuesta estacionaria es a la misma frecuencia que la excitacion y
expresada como complejos queda:

x(t) = Xel% ; x(t) = jAXel? ; i(t) = —0*Xe/
Reemplazando los complejos anteriores en las ecuaciones del movimiento, se obtiene:
(k + jc — mN?)Xel%= Fellt

F
X= (k + j2c —mN?)

F(k —m0?) — j0c

X =
(k —m0?)? + (2c)?
X = X,e/%*
F = F,el®F

Por lo tanto, el mddulo de la respuesta estacionaria (mostrada en ecuacion (1-11)) es:

Fo Fo/k

X = =
\/(k—m92)2+(ﬂc)2 j[l_(win)z]z_'_[zj_fz

(1-11)

y el desfase entre el desplazamiento y la fuerza de la respuesta estacionaria (mostrada en ecuacién (1-
12)), es:
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) 260
O ~05) = T = - Zly
Wn
En la literatura generalmente se presenta el caso particular: @ = 0y @y = —@, es decir, se introduce a

priori que el desplazamiento estd atrasado en un angulo ¢ respecto a la fuerza. En ese caso se tiene la
ecuacion (1-12):

260
tan@ = —0— (1-12)
0
1_(w_n)

1.3.3. Analisis de la variacion de la amplitud de la respuesta estacionaria X, con la frecuencia de la
fuerza excitadora Q

Figura 1.12 y 1.13 muestran graficadas las ecuaciones (1-11) y (1-12) respectivamente. Es importante
para analizar la dindmica de los sistemas, entender fisicamente lo que senalan estas figuras.

lXD

1.0 20 30

zona regorte zonaresonante zona magica

Fig 1.12. Variacion de la amplitud de la respuesta estacionaria X, con la frecuencia de la
fuerza excitadora, Q

En el grafico adimensional de figura 1.12 se observa:
1. A pesar que la fuerza F, aplicada es constante, el valor de la respuesta estacionaria X, es de

magnitud muy variable. Dependiendo del valor de Q /wn , X, puede llegar a tener valores
infinito cuando este cuociente es uno(para sistemas no amortiguados); y a valores tendientes a
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cero para Q /wn muy grandes (j observar que en este caso a pesar que la fuerza FO tenga valores
inmensamente altos, el sistema no se muevej ). élo cree usted?¢ési lo cree, cdmo lo explica?

2. Resonancia: Para sistemas poco amortiguados, cuando el cuociente Q /wn es cercano a uno, se
generan altas amplitudes vibratorias y se dice que es porque la fuerza entré en resonancia o se
sintonizé con la frecuencia natural del sistema. La literatura muestra muchos ejemplos
histdricos, como el caso del puente Tacoma, o en las empresas donde se han destruido
maquinas y estructuras por problemas de resonancia, o como un tenor puede romper con su
canto un vaso. Por lo tanto, es fundamental cuando se disefia cualquier sistema mecanico,
fluidico, o eléctrico, determinar las frecuencias naturales del sistema para evitar que estas estén
cerca de las frecuencias de excitacién y se produzca algun problema de resonancia.

3. El amortiguamiento solo es efectivo como método para disminuir las vibraciones cuando se esta
en la zona resonante. Lejos de la zona resonante el amortiguamiento no sirve para nada (las
respuestas con o sin amortiguamiento son iguales). Esto rompe la panacea que se escucha en el
ambiente industrial: “amortiglie la maquina o estructura para disminuir sus vibraciones”.

4. Se define la respuesta estdtica como la respuesta del sistema a una fuerza constante F,, o de
frecuencia Q = 0. Por lo tanto,
Xest = Fo/k

5. La frecuencia para la cual se genera el mayor valor de X;, Xomax, S€ Obtiene derivando la
ecuacioén (1-11), obteniéndose:

Fo/k
Xomax = L ,el cual ocurre para 2 = wy/1 — &2

28/1-¢2

Esta expresién indica que el mayor valor de X, no ocurre para 2 = w,, 0 wgy. Sin embargo,
como en la mayoria de los casos practicos & es pequeiio, entonces el maximo valor de X, ocurre

para 2 = w, ,y en este caso:
Fy/k
Xomax = 28 = Xest * Q

6. El factor de amplificacién, Q, se define como el cuociente:
Q = (Mayor valor de la respuesta estacionaria, X, max )/ (respuesta estatica , X,4)
Para & pequefios:

Es decir, el factor de amplificacion representa cuantas veces la respuesta estacionaria a una
fuerza dinamica puede aumentar con relacién a la respuesta del sistema a una fuerza estatica de
igual valor.

Figura 1. 13. muestra como varia la diferencia de fase, o desfase, ¢, entre desplazamiento y fuerza con
la frecuencia de la fuerza excitadora, Q. En el grafico adimensional de figura 1.13 se observa:
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¢ el cambio abrupto del desfase en 1802 al pasar la resonancia para un sistema no amortiguado.
Este cambio es mas gradual a medida que aumenta el amortiguamiento.

* mas alld de la zona resonante el desfase entre fuerza aplicada y desplazamiento vibratorio es
=180°, es decir, cuando la fuerza aplicada es en un sentido, el cuerpo se mueve (el
desplazamiento) en sentido contrario. Si la fuerza esta actuando hacia la derecha, el cuerpo se
mueve en la direccidén opuesta, es decir, hacia la izquierda. écdmo explica esto?

f=di ferencie enfrs base,

] desplezamiento ¥y fusrza /&D =02
/_ .
180° [~~~
0.5
90" | __ __ |
2
D.;. I ; =__wn
1.0 2.0 3.0

Fig 1.13. Variacion de la diferencia de fase ¢ entre desplazamiento y fuerza con Q
Analisis del equilibrio de las cuatro fuerzas que acttan sobre la masa M:
Utilizando el principio de D’ Alambert, las cuatro fuerzas que actlan sobre el sistema deben estar en
equilibrio:
f@)—mi—cx—kx=0
fO)+mnN2—k— jlc=0

1. Comportamiento resorte:

Si Q« w,,, ecuaciones (1-11) y (1-12) se transforman en:

~F0 ~ N°
X0~pr®~0

es decir, el sistema responde igual que si sobre un solo resorte actuara la fuerza f(t), por lo que se dice
que el sistema tiene comportamiento resorte. Figura 1.14 ilustra esto, donde la fuerza kx es
predominante respecto a las fuerzas cQx y mQ’x.

La fuerza f(t) queda equilibrada casi exclusivamente por la fuerza elastica (deformacion) del resorte. Este
disefio no es adecuado porque a mayor fuerza f(t) , mayor deformacién “x” , lo que genera mayores
esfuerzos sobre el elemento resorte.

Observe que ademas la fuerza del resorte debe equilibrar a las fuerzas de inercia mQ?x (por la diferencia
de fase entre ellas de aproximadamente 1809).
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Llds

= F, senQt

f £(0)
= g t) = & senQt
cOx - * = j‘\&% ———— x( - k
mx

Fig 1.14. Comportamiento resorte del sistema ideal para Q« w,

2. Comportamiento en la zona resonante:

Si Q= w,, ecuaciones (1-11) y (1-12) se transforman en:

o=t =T g _gpe
O_Zkf_ca)n'y B

Note que en la resonancia, como se ilustra en la figura 1.15, la fuerza f(t) queda sélo equilibrada por la
accién del amortiguamiento. Es decir, la respuesta del sistema es la respuesta de la fuerza f(t) actuando
solo sobre un amortiguador. Es por esto que cuando no existe amortiguamiento x(t) tiende a infinito.

= f(t) = F, senQt

' fit)=Fosen(Qt) )
x()=(Fof COen(ay X(0) = Q sen(Qt — @)

-

cOx aly

mOx

Fig 1.15. Comportamiento resonante del sistema ideal para Q =w,,

3. Comportamiento mdsico:

Si Q» w,,, ecuaciones (1-11) y (1-12) se transforman en:

X, ~_to @ ~ 180°
0¥z VP

f(t) = F, senQt
Fy
x(t) = — — senQt

es decir, el sistema responde igual que si sobre una sola masa, m, actuara la fuerza f(t), por lo que se
dice que el sistema tiene comportamiento masico.

La accion de la fuerza f(t) queda equilibrada principalmente por la fuerza de inercia, como se ilustra en
figura 1.16, lo que hace que la deformacidn x del resorte sea pequefia, y los esfuerzos sobre él también
sean pequeiios.

Este es un disefio ptimo donde la mayor parte de la fuerza aplicada, f(t), es equilibrada por la fuerza de
inercia mN?x



Prof. Dr. MSc. Eduardo Salamanca H. I Inc-efnipr-w
Vibraciones Mecdanicas ME4701- Cap 1 aio 2010 y Ciencias

f{t]=Fosen(Qt)

kx t x(t)=-F:sen(Qt)mQ
2
cOx E//\ — M | e

Fig 1.16. Comportamiento masico del sistema ideal para Q» w,

U

Respuesta dindmica de una maquina rigida sobre una viga eldstica con rotor desbalanceado.

El desbalanceamiento de masas es probablemente la causa mas comun de vibraciones. El
desbalanceamiento es basicamente una condicién donde el centro de masas del rotor no es coincidente
con su eje de rotacion.

Algunas razones para esta distribucién de masas no uniforme respecto al eje de rotacion puede ser:

e Desgaste no simétrico del material. Ej. turbinas.

e Dilataciones no simétricas (mdaquinas térmicamente sensibles). Ej. Generadores

* Deformaciones no simétricas cuando giran a su velocidad de operacion. Por ej. Ventiladores.

* Montaje excéntrico de elementos. Ej. rodamientos, rotores, etc.

e Porosidad en la fundicion del impulsor

* Densidad del material no uniforme

e Tolerancias de fabricaciéon

e Adherencia de material durante la operacién (polvo o particulas en alabes de ventiladores), o
pérdida de material.

* Masa de los pernos de un acoplamiento que no tienen todos igual masa

e Chaveteros

Se define:
CANTIDAD DE DESBALANCEAMIENTO O SIMPLEMENTE DESBALANCEAMIENTO, U, como la medida
cuantitativa del desbalanceamiento en un rotor, sin referirse a su ubicacion angular:

U=m-r
U = cantidad de desbalanceamiento o simplemente desbalanceamiento
m = masa desbalanceada

r = distancia de la masa desbalanceada al eje de rotacion.

Si la masa desbalanceada en el rotor es, por ejemplo, 20 gr y esta ubicada a 150 mm del eje de rotacion,
el desbalanceamiento U del rotor es: U = 20 (gr) x 150 (mm) = 3.000 (gr-mm).
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Valores admisibles para el desbalanceamiento residual de rotores

Como es imposible que un rotor quede perfectamente balanceado, o no se puede impedir que él
aumente su desbalanceamiento después de un tiempo de operacion, es necesario establecer los
mayores valores admisibles para el desbalanceamiento residual de un rotor.

El problema del desbalanceamiento, es que se generan fuerzas centrifugas (fuerzas de inercia), las
cuales sobrecargan todos los elementos de la maquina disminuyéndole su vida de operacion.

EJEMPLO.
Determine el valor de la fuerza centrifuga que se genera en un rotor de masa 100 Kg que tiene
un desbalanceamiento de 4.000(gr mm):

1. cuando el rotor gira a 1.000 cpm

2. cuando el rotor gira a 3.000 cpm

La fuerza centrifuga Fc=m r w? = U w?
U =4.000(gr mm) = 0.04 (Kg m)

i Para w = 1.000 cpm = 1.000 x 2 x i/ 60 = 104.7 rad/s
F.= U w” = 0.04(kg m)x 104.72( rad/s)* = 438 (Kg m/s’) = 438(N)

ii. Para w =3.000 cpm = 3.000 x 2 x 1t/ 60 = 314 rad/s
Fc = U w? = 0.04(kg m)x 3142( rad/s)* = 3.948 (N)

1. Observe que cuando la velocidad de rotacidon aumenta en 3 veces, la fuerza centrifuga sobre el
rotor aumenta en 9 veces.

2. Si se quiere limitar la fuerza centrifuga actuando sobre el rotor, se debe limitar el valor del
desbalanceamiento del rotor. Entre mayor es la velocidad de rotacién del rotor menor es la
cantidad de desbalanceamiento permitido.

El valor del desbalanceamiento admisible para un rotor deberia especificarlo el disefiador de la maquina,
de acuerdo a la vida nominal que espera para ella.. Si no se dispone de ello, se puede usar los valores
dados por ISO 1940-1 (1986) : Mechanical vibration — Balance quality requirements of rigid rotors — Part
1 : Determination of permisible residual unbalance. (Requerimientos de la calidad del balanceamiento
de rotores rigidos - Parte 1 — Determinacién del desbalanceamiento residual permitido).

Rotor de Jeffcott.

El modelo mas simple para estudiar la dinamica de un rotor, es el rotor de Jeffcott, ver figura 1.a, el cual
consiste en:

e Disco rigido montado en el medio del eje
* Eje flexible del rotor de masa despreciable
* Soportes rigidos



Prof. Dr. MSc. Eduardo Salamanca H. ) Inc;efﬂier-"a
Vibraciones Mecdanicas ME4701- Cap 1 aio 2010 y Ciencias

Disco de masa M

1N
1,/ CG=a

Eje elastico de masa
despreciable

Fig 1a. Rotor de Jeffcott

Ecuaciones del movimiento

Por la simetria del sistema respecto al plano XY, se puede considerar un problema de dindmica en el
plano. Las ecuaciones para el centro de masas del sistema son de acuerdo a figuras:

2

Mﬁ(x+asina)t) =—K-x
d2

Mm(y+acoswt) =—K-y

M% + K -x = Mw?asin wt
My + K-y = Mw?a cos wt

Observe que las ecuaciones (1a) y (1b) se pueden obtener de forma directa utilizando el principio de
D Alambert, agregando la fuerza centrifuga (fuerza de inercia).
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\I’

Fig 1b. Diagrama de cuerpo libre del disco

NOTA:
e Observe que en las ecuaciones del movimiento no se ha considerado la fuerza peso = Mg, esto
se debe a que las coordenada “y” se mide desde la posicidn de equilibrio.
* Lasolucidn de estas ecuaciones permite determinar el desplazamiento vibratorio maximo.
e Para determinar el esfuerzo de flexion maximo se debe determinar la deflexion mayor del eje.
Para eso se usa el principio de superposicion (valido porque el sistema tiene comportamiento

lineal ¢por qué?):

DEFORMACION MAXIMA = DEFORMACION ESTATICA + Y, (desplazamiento vibratorio peak)

Graficos adimensionales

La tendencia actual, es utilizar graficos adimensionales como el indicado en figura 1.17. El cual es un
grafico adimensional del desplazamiento vibratorio vertical de una maquina rigida desbalanceada
montada en una base flexible como se indica en la figura.

NOTA:

* Al comparar el grafico de la figura 1.17 con el grafico de la figura 1.12 se observa que son
diferentes. Esto es debido a que el grafico de figura 1.17 se refiere al caso en que el mddulo de
la fuerza no es constante es proporcional a w’. Por eso para w=0, el desplazamiento vibratorio
es cero. El grafico de la figura 1.12 en cambio es la respuesta del sistema ideal a una fuerza de
amplitud F, constante.
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F, sin OF

Foein O F.

donde:
M = Masa que vibra = Masa de la maquina +1/2 masa de la base
X = Valor pico del desplazamiento vibratorio de la maquina
U = Desbalanceamiento del rotor= masa desbalanceada x distancia al eje de rotacidn
RPM = Velocidad de rotacion del rotor
f, = Frecuencia natural del sistema base /maquina
& = Factor de amortiguamiento
Fig 1.17. Grafico adimensional del desplazamiento vibratorio de una maquina rigida
montado en una base flexible para diferentes velocidades de rotacion
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1.3.4.- La funcion de transferencia y la funcion respuesta (en frecuencias)

La funcion de transferencia de un sistema lineal se define como la relacién de la transformada de
Laplace de la variable de entrada, suponiendo que todas las condiciones iniciales se hacen igual a cero.

Para el sistema ideal de 1 grado de libertad:
mX + cx + kx = f(t)
m(sZX(s) —sx(0%) — J'C(O)) + c(sX(s) — x(0+)) +kX(s)=f() ; x(0)=x(0)=0

X(s) 1 B 1/m
T F(s) ms?+cs+k 52428 wps+ wy?

La funcion respuesta (en frecuencias) (FRF, Frequency Response Function), se define como la respuesta
del sistema en el estado estacionario a una excitacién de entrada armonica.

Se representa por un complejo:

H(f) = |H(f)|e/%

donde:
* sumédulo, H(f) = So(f)/Eo(f) , es la razén de amplitudes entre la salida y la entrada a una
excitacién armdnica.
* sufase: @y = @5 — B, es el dngulo de desfase entre la salida y entrada.

NOTA: Para el caso el caso particular donde: @y = 0y @ = —@, entonces: @y = —0
Entrada Sistema Salida
 e(t)=Fosen(Qt) 1 S(t)=Sesen{Qt—¢)

ANV ANEVANYY

\\u/ -1 H7) {3\/ N

T=2n/@ _  T=Z=/Q

Fig 1.18. Sistema lineal representado por su funcién respuesta H(f)



- fefm

Prof. Dr. MSc. Eduardo Salamanca H. BB
Vibraciones Mecdanicas ME4701- Cap 1 aio 2010 y Ciencias

Formas alternativas de la funcién respuesta

Diferentes funciones respuesta, y con diferentes nombres, son utilizadas en el analisis dinamico de
sistemas, dependiendo de si se usa como variable de salida el desplazamiento, velocidad o aceleracion
para definir su movimiento.

Funcién Compliancia dinamica Movilidad = V/F Acelerancia = A/F
Respuesta Receptancia = X/F

Flexibilidad dinamica
Funcién Rigidez dinamica = F/X Impedancia = F/V Masa efectiva = F/A
Respuesta
inversa

Las transformadas de Fourier y Laplace estan estrechamente relacionadas, especialmente cuando la
funcidn f(t) se define solo para t=0, como frecuentemente es el caso:

Funcién de transferencia:
[ee]
F(s) = f f®e Stdt con s=0+jw
0
Funcién respuesta:

F(w) = foof(t)e‘j“’tdt

“n
S

La funcién de transferencia permite investigar la ubicacién en el plano complejo
analizar la respuesta transiente y por lo tanto su estabilidad.

La funcion respuesta en frecuencia solo permite el analisis en el estado estacionario, pero la gran
ventaja es la facilidad para determinarla experimentalmente.

de los polos y ceros,

Existen diferentes formas graficas de representar las funciones respuestas. Las mas utilizadas se
muestran en Figura 1.19:

1. Diagrama de Bodé: Mddulo y fase v/s la frecuencia.
2. Diagrama de Nyquist o polar: Parte real v/s parte imaginaria.
3. Parte real e imaginaria v/s la frecuencia
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fHit =2
Fo 00

-3dB

@ [l}="8
= 1B

-9

Diagrama de Bodé
Gréfico del moédulo y de la fase de la funcion
respuesta en funcion de la frecuencia w.

De este grafico se determina:

e Relacién entre vibracién y fuerza

*  Frecuencias naturales o de resonancia

e Frecuencias de anti-resonancia

¢ Desfase entre el desplazamiento y la fuerza
¢ Valor del factor de amortiguamiento, &

§=1/Q
Q = wg/(wz —wq)

Q : Factor de amplificacion

w, Y wq: frecuencia de los puntos a media
potencia. (-3dB = 0.707)

Fen (H] £} )
[ Rg (HITI

et

T

&5

Diagrama de Nyquist o polar
Gréfico de la parte real versus la parte imaginaria de
la funcién respuesta para diferentes frecuencias w.

Parte real: H(f) sen @ (f)
Parte imaginaria: H(f) cos @ (f)

Im [HIT]

Diagrama parte real y parte imaginaria

Gréfico de la parte real y de la parte imaginaria de la
funcién respuesta para diferentes frecuencias f.

Fig 1.19. Diferentes formas de representar graficamente las funciones respuesta

Determinacion experimental de la funcion respuesta

Figura 1.19a muestra esquemadticamente las formas utilizadas para determinar en forma experimental
las funciones respuestas. Las dos formas usuales para generar una fuerza sobre el sistema a analizar es:

* conunimpacto a través de un martillo
e con un excitador electrodindmico
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Midiendo simultdneamente la fuerza y la vibracion generada con un sensor de vibraciones, estos valores
se introducen a un analizador de vibraciones de dos canales el cual hace la relacién entre ellos para

todas las frecuencias.

&

Utilizando un martillo de impacto que tiene en su | Martillo de impacto y sensores de fuerza
punta un sensor de medicién de fuerza se ejerce
sobre el cuerpo una fuerza de impacto la cual es
medida por el sensor de fuerza

La otra forma utilizada para generar la fuerza es
utilizando un “shaker” (excitador electrodinamico),
el cual tiene en su punta un sensor de medicién de
fuerza.

N, ey
Fig 1.19a. Formas de determinar la funcion respuesta

1.4.- Amortiguamiento = disipacion de energia

¢Por qué se usa amortiguamiento viscoso en los modelos matematicos cuando en la practica es raro
encontrarlo?
*  Facilita el analisis matematico.
* Dificil de estimar el valor del amortiguamiento real.
e El amortiguamiento tiene poco efecto en la respuesta forzada cuando se esta alejado de
resonancias o antiresonancias, como se ilustra en figura 1.20
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Fig 1.20. Grafico del desplazamiento vibratorio de un sistema de 2 grados de libertad.

1.4.1. Mecanismos de disipacién de energia

*  Amortiguamiento viscoso

e Rozamientos como el que ocurre al deslizar un elemento sobre otro (Coulomb).

*  Friccidn interna en el material o amortiguamiento estructural o histérico.

e Resistencia de un cuerpo a moverse dentro de un fluido (aire por ejemplo).

e Por radiacién: por propagacion de ondas en un medio infinito.(ejemplos: boyas en el agua,
fundaciones de maquinas y estructuras)

Pérdida de energia por propagacion de

maquina ondas al co (amortiguamiento
é — geométrico).
‘_k““h
i Pérdida de
%é ; £ ik:%\\ eoecginzr
K &‘_,—’”_,/ i

Fig 1.21. Disipacion de energia por radiacién en una fundacién de maquina

Figura 1.22 muestra algunos de los mecanismos de disipacién de energia que frecuentemente se
encuentra en la practica.
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a) Amortiguador viscoso.
b) Rozamientos como el que ocurre al deslizar un elemento sobre otro (Coulomb).

c) Friccién interna en el material o amortiguamiento estructural o histérico.
d) Por radiacidn: por propagacion de ondas en un medio infinito.

s

o
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il

F=nl
n: coeficienle de roce

La energia por ciclo de vibracidn es

proporcianal al drea del «cicle de
histéresis.
n: factor de pérdide o constante de

amortiguamiento estructural.

Pérdida de enargiz por propagacidn de
ondas al .

Figu}é 1. ZfEJempIosaemecanIsmos de disipacion de energia
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1.4.2. Amortiguador viscoso equivalente a utilizar en el modelo ideal

La energia disipada por ciclo por un amortiguador viscoso de coeficiente c es Uy :

2m/Q dx
Uy =dedx=f ca'c—dt=fc§c2dx
. dt

21/Q 5
Uy = cf Q*X%cos?Qtdt = ncQX?
0

Independiente del mecanismo real de disipacidn de energia existente en el sistema, este se reemplaza
por un amortiguador viscoso equivalente cuyo valor se determina igualando las energias disipadas por
ciclo en cada caso. Es decir, para determinar C.4 se iguala:

Ug = 1rcquX2

Energia real disipada por ciclo = Energia disipada por amortiguamiento viscoso

Ejemplo

Determine el coeficiente del amortiguador viscoso equivalente para el caso de disipacion de energia por
roce de Coulomb indicado en la figura 1.23.

posicion de
equilibrio

Xo Xo ! S

T T 1 FysenQt AN m | HasenQt

| |
e | | _.3
L (I
)\ /
Cag

H

Fig 1.23. Amortiguador viscoso equivalente con mecanismo de disipacion de energia real
por rozamiento.

I
??.l

Del grafico indicado en figura 1.24 se determina que la energia disipada por ciclo debido al roce es
4umgX,. Utilizando ecuacion 1-12 se obtiene:

4umg
Ug = 4umgX, = TL'Ceq QXOZ - Ceq = m
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Trabajo de la fuerza de roce = Froce
Energia disipada por ciclo |
/KMy
e g
- Xl e X
s
=
~
— -Mmg

Fig 1.24. Energia disipada por rozamiento en un ciclo de oscilacién

F=kx

Resorte ideal (sin disipacién de
energia en un ciclo de oscilacién

1.4.2. Energia disipada por ciclo en un material viscoelastico (resorte ideal + amortiguador viscoso

Al
Fo
|
|
|
: | x
r Xo
| x(b) = X sen(d — @)
Area=nlQX" \A(r) = JYOQCOS(QI‘— gf))
 no =+ X, Q41 —sen’(Q — ¢)
i =04 X" — 7
F(v? = iCQ\.l'II/Y{}E T '\‘3
=]

s
%/Xo
Caxe
p L2 2
.| Fd ) [ X
— = J el e
cQX,) X,

\

Variacién de la fuerza generada por un
amortiguador viscoso en un ciclo
Fig 1.25. Variacidn de las fuerzas en un resorte y un amortiguador viscoso durante un ciclo
de oscilacion

Las fuerzas generadas en conjunto por el resorte y el amortiguador se pueden combinar en un solo

elemento, como se indica a continuacidn, a través de una rigidez compleja k*
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F =kx+cx = (k + jeQ) Xe’™™
F=k"Xe™

k" =k + jeQ = rigidez compleja

_x o s FE
k :A{H-"C%J

ecuacion(la)

Fig 1.26. Fuerza en un material elasto - viscoso

1.4.4. Amortiguamiento histérico, sélido o estructural

Al realizar un ciclo de traccién —compresidn- traccion en un material se obtiene lo indicado en la figura
1.27. Estos ensayos muestran los ciclos de histéresis mostrados en la figura. Note que la trayectoria de
carga es diferente a la de descarga. Esto es atribuible a la friccién interna entre varios planos del
material. El area encerrada por el ciclo de histéresis es igual a la energia perdida por ciclo.
Experimentalmente se encuentra que esta drea es independiente de la frecuencia y proporcional a la
amplitud de la vibracion y a la rigidez del cuerpo. Es decir:

Ug = nanOZ

Similar al caso anterior,( ecuacion (1a)), la fuerza

F elasto-disipativa se puede expresar por una rigidez
compleja:
k*=k(1+jn)
/ n = factor de pérdida constante de
o amortiguamiento histérico
A
A
S

Fig 1.27. Energia interna disipada por un material durante un ciclo de oscilacion

Introduciendo ecuacidn (1-b) en ecuacidn 1-13 se obtiene que:
2 _ 2
nCeq QXo° = mhknX,

Y por lo tanto,
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Ceq = kn/ Q

Aunque el factor de pérdida de un material depende de su composicién, temperatura, esfuerzo, tipo de
carga usado; un valor aproximado de n se puede obtener de tablas como la indicada en tabla N22 (ver
manuales de Ingenieria):

Material n
Aluminio puro 2x10” - 2x10~
Acero 0.001 — 0.008
Plomo 0.008 - 0,014
Fundicion de fierro 0.003 -0.03
Goma natural 0.1-03
Goma dura =1.0
Vidrio 0.0006 - 0.002
Concreto 0.01 —0.06

Tabla N22 . Factores de pérdida de algunos materiales

En tabla N23. se presenta una comparacion entre el comportamiento dinamico del modelo ideal con
amortiguamiento viscoso v/s el modelo ideal con amortiguamiento estructural.

Figura 1.28 grafica como varia la amplitud de las vibraciones estacionarias y el desfase entre
desplazamiento y fuerza con la frecuencia de la fuerza excitadora para el caso con amortiguamiento
viscoso y amortiguamiento estructural.

De figuras 1.28 se observa que el comportamiento vibratorio del sistema con amortiguamiento
estructural para factores de pérdida n<0,2 (como es en la mayoria de los casos practicos), es similar al
comportamiento del sistema con amortiguamiento viscoso con factor de amortiguamiento:

§=n/2
Ceq = kn/ Q

Por esta razén para valores n<0,2 se utilizara el sistema viscoso equivalente. Para mayores valores de n
serd necesario utilizar el modelo de amortiguamiento real.

Amortiguamiento viscoso Amortiguamiento estructural
Ecuaciones del movimiento mx + cx + kx = Fy senQt mx + k(1 +nj)x = Fy, senQt
Solucién estacionaria x(t) = X, sin(Qt — @) x(t) = X, sin(Qt — @)
Fo/k Fo/k
%, - o/ X, - o/
2 2
Q2 280)° Q2 5
[1_(KH)] +[Tn 1= (50) |+
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Energia disipada por ciclo Uy = mcQX,? Uy = mknX,?
¢, =0
- = —
eq Q
Frecuencia natural Decrece al aumentar c Independiente del valor de n
Desplazamiento estatico X = Fo/k Y. = Fo
=
k1t n?
Amplitud resonante Fo/k Xomax = Fo/kn

X ==
Omax sz
Para Q) = wpy/1+ &2

(independiente de la masa)
ParaQl = w,

Desfase @y — @p = @ tan@ = —n___

- ()

Tabla N23. Comparacion del comportamiento dinamico del modelo ideal con amortiguamiento viscoso

v/s estructutral

SFofk +

AF o/ |

3Faolk -

2F ofK -

Folk -
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m —
T
////
A _
y n=1.0
//f
| £=0.5
/
T2
Y
oy
,,/ /
- /
s
A
_—o—/ Q
Wn
0 ; ; o
1.0 2.0 3.0

Fig 1.28. Amplitud de las vibraciones estacionarias y el desfase entre desplazamiento y fuerza con la
frecuencia de la fuerza excitadora en el modelo ideal con amortiguamiento viscoso y amortiguamiento
estructural.

1.5.- Ejemplo de sistemas que pueden modelarse como el sistema ideal de un grado de libertad

1.5.1- Conjunto de cuerpos rigidos donde las deformaciones del sistema se generan en algunos
elementos resortes de masa despreciable

Ejemplo: Determinar la amplitud de las vibraciones estacionarias del punto A de la placa de la figura
bajo la accion de la fuerza indicada. Se supone que la placa se comporta como rigida respecto al resorte.

”j A F”\
D 4 !f u\!} J«fﬁlﬂ"\ [ / I\

posicion ds
equidibria ]

| 0 _,91 Y ‘J ’ V i i \ / b
J ' \ ﬂ i, ” \
2ty MI'J W J
Fosen(of] | L
FysenQt )

Figura 1.29. Placa rigida con soporte elastico. Sistema de un grado de libertad.

z(t) se mide a partir de su posicién de equilibrio (no se considera por lo tanto para las ecuaciones de
equilibrio el efecto del peso).
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ZMO = 109

—kbO -b + FysinQt-a = 1,0
z(t)=a-0

kb? +FosinQt-a= b a? + b?
o2+ Fosin a=by 3
a’+b% | kb? i
: -z+Tz=FO-a-51th
m*Z + k*z = F," sin Qt
a?+b?

3
2

P RDE
k* = " :rigidez

b-y

Connm*"= b-y- masa generalizada

Fy," = F,-a:fuerza

De la ecuacion (1-11), con &=0:

Ejemplo.

La Figura 1.18 representa una maquina rigida montada en el centro de una base metalica compuesta por
dos vigas | de acero. Rigida significa que todos los puntos de la maquina se mueven de la misma manera.
Determinar el valor pico del desplazamiento vibratorio vertical en ella debido a su desbalanceamiento
residual. La masa de la maquina es 40 Kg (masa del rotor = 20 Kg), la masa de cada viga es 10 Kg , el
momento de inercia | de cada viga es 0.5x10-7 m4, el largo de las vigas es 1 m y el desbalanceamiento
residual del rotor es de calidad G 6.3. y para determinar el amortiguamiento se realiz6 un ensayo de
vibraciones libres.

Foam (X F- ¢

K L'l C
7 Z 77

Figura 1.30. Modelo basico para analizar las vibraciones verticales en la maquina de la figura.
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1. Para resolver el problema hay que construir un modelo fisico lo mas simple posible, pero que
represente adecuadamente el problema a analizar. Para este caso el modelo a utilizar es el
sistema de un grado de libertad indicado en la parte derecha de la figura.
2. El modelo estd constituido por las siguientes magnitudes de las cuales depende su
comportamiento dinamico:

e Lainercia o la masa M del conjunto que participa en la vibracién. En este caso corresponde
a la masa de la maquina +1/2 de la masa de la viga.(debido a que la Unica masa de la viga
que se mueve en conjunto con la maquina es la parte que esta debajo de ella, las partes de
la viga a medida que se acercan al apoyo vibran menos y las partes que esta en los apoyos
no vibran).

¢ La elasticidad del sistema. En este caso es la viga la que es elastica., la viga se comporta
igual que un resorte de rigidez k.

e Fuerza de excitacién que genera la vibracién. En este caso la componente vertical de la
fuerza centrifuga. En direccion horizontal la viga es mucho mas rigida que en el sentido
vertical, por lo que se ha despreciado dicho movimiento.

3. La rigidez de cada viga sera determinada de las ecuaciones de la resistencia de materiales

indicadas en taba N2 4, para una viga empotrada en sus extremos

E acero=2.110" N/m2
| =2x 0.5x 107 m* (momento de inercia de las 2 vigas)
L=1m
k=192E1/1*=192x2.1x 10" x 107/ ®
k =40.32 x 10° N/m

4. La masa del sistema maquina viga que participa en el movimiento es:
M = masa maquina + % masa de las vigas
M =40+10=50Kg

5. Lafrecuencia natural del sistema maquina /base es:
f, = (k/M)%>°/ 2 = (40.32x10°/ 50)*°/ 2
f,=45.2Hz=2712 cpm

6. La fuerza excitadora debido al desbalanceamiento residual es la fuerza centrifuga dada por:
FO=Uxw’

donde:

U = desbalanceamiento
w = velocidad de rotacion en rad/seg = 1480x 2 /60 = 155 rad/seg
Para una calidad de balanceamiento G 6.3 (ISO 1940) el desbalanceamiento permitido para
el rotor es:
U=GxM
U = 6.3 mm/seg x 20.000 gr/ 155 rad/seg
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U =813 grxmm
FO =8.13x 10 (155)* = 19.53 (N)

7. El amortiguamiento del sistema se obtiene a través de un ensayo de impacto. La figura 1.31
muestra las vibraciones verticales libres medidas en las vigas después de un impacto de martillo.
De esta figura se determina el decremento logaritmico, 6
6 =1/nlIn (X./Xn:1) =1/51In(1.79/ 0.2) = 0.438

entonces, el factor de amortiguamiento, ¢, es:

§=6/2n=0.438/2n=0.07

'
R
'
—_—
'

'
] ] |
it Bt Tl Sl
] ]
1 1

1 w JF— L
I | I
1 1 1 1 1
el r el Bl el Tl r-
' | | | |
-5 1 1 I I I I I
o 01 0.2 03 04 05 08 07 O

v
. [N
v
1 |
S T I,
' '
]
1 I
2 E=]

o9 1 12 13 14 L5 15 17 1 19 2

Figura 1.31 .Vibraciones medidas en un ensayo de impacto.
8. El desplazamiento vibratorio, X, , puede ser determinado de ecuacion 1-11:

Xo = (19.53/40.32x10°)/((1-0.55%)* + (2x0.07x0.55)*)**
Xo = 6.9 um

donde:

Q/w, = (1480/ 2712) = 0.55

9. Otra forma mas rapida de determinar el desplazamiento vibratorio es del grafico adimensional
de la Figura 1.17. En esta figura, se entra a la curva de £ = 0.095 (por aproximacion se usa la de
=0.01), con el valor de Q/w, = 0.55, obteniéndose:

M X/ mge =0.43

Como:

M =50 kg
U=mge=8.13x10-4 Kg m
se obtiene:

X=6.9 um
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NN, k:ﬂwnzzﬂ
l l
B\ L k= rigidez a la torsién barra circular.
’ J= momento polar de la seccién transversal
de la barra.
#Z [T Posicitnds
1= 7 %, equilibrie
\ S e, % ) IllI
SRS EA EA
e _\\‘ k=— wnzz_
l M
~EALM=0 k= rigidez al desplazamiento longitudinal de
la barra.
I

k= rigidez a la flexion de la barra en su
extremo.

_ Ga* L Ed*
"~ 64n,R3 "' ¢;30m,R(0,408I2 + 0,5)

n.= numero de espiras efectivas.
k= rigidez al movimiento axial.
c;= constante f([,R)

i = Empuje por Al
B Al

Aprg
= Apg wn® = —

k= rigidez al movimiento vertical de un
cilindro en un liquido de densidad p;.
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Yy ° ky, ky, k., ks, kg, k,, = rigidez del suelo a
1/ los movimientos en las direcciones x, y, z, 0,
macuina ®, ¢ son f (G,u, geometria)
funciacion -t : -—
PP ] .
z ——
F 1 1 4 1 4 1 4 1
i ke keq ke ke kp o ks
=y
' 4 ko keq = rigidez del rotor al movimiento
,;Eﬂﬂ — % transversal.
ke = rigidez del eje
k. = rigidez carcasa.
ﬁ_[y/ % ky, = rigidez base.
B R BEEAT U S k, = rigidez del suelo
oL g . '_: s .‘; . A.- < . o 1 :A
e )\‘ FE W2 = oo/ M
Ke M = masa del rotor (el resto de las masas de
los otros elementos despreciables)

Tabla N94. Rigideces de sistemas que pueden ser modelados como el sistema ideal.

1.5.2- Sistemas con masa y elasticidad repartidas a lo largo del cuerpo, donde se puede suponer una
forma de deformacidn al vibrar.

Para establecer un modelo de un grado de libertad de un sistema continuo eldstico con caracteristicas
de masa y elasticidad repartidas a lo largo de él (tedricamente tiene oo grados de libertad), es necesario
suponer una forma o modo de vibrar del cuerpo.

La forma supuesta debe ser una funcion admisible (funcién que satisface las condiciones geométricas de
borde y posee derivadas de un orden al menos igual a las que aparecen en la expresion de la energia de
deformacion).

Ejemplos de formas admisibles para la maxima deformacidon (amplitud) que puede tener una viga
simplemente apoyada al vibrar: forma sinusoidal y forma parabdlica

7

R RGN ﬁ?i—ﬂ_’:{;\i}iﬁ Y(x) = ¥ysen ;
¥
= o=
¥

Fig 1.32. Formas de vibrar admisibles
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Ejemplos de formas de vibrar no admisibles

X
— == ==
o _ O
SR B NS
y
T X
I A —— e S
NT— ()
NN N N NN
y

Para el primer caso no es admisible pues no es continua (no tiene derivada)
Para el segundo caso no es admisible porque no cumple con las condiciones de borde
Fig 1.33. Formas de vibrar no admisibles

Conocida la deformacion maxima de la viga, Y(x), la forma de ella en cualquier tiempo t, y(x,t) serd
determinada por:
y(x,t) =Y(x) - v(t)

v(t) = funcion llamada desplazamiento generalizado, que es la variable a determinar, pues se asume
conocida Y(x).

Método de Rayleigh

El objetivo de este método es estimar en forma rdpida la frecuencia fundamental de vibrar de un
sistema mecanico.
Los pasos a seguir son:

1. Suponer una forma de deformaciéon maxima Y(x)

2. Escribir laigualdad de energias (considerando el sistema conservativo):

Ec. max (en su posicidn de equilibrio)= E, max (posicién de maxima deformacién) (1-14)
Ejemplo

Estimar la frecuencia fundamental w; de la viga uniforme de la figura. Aplicar en paralelo el método al
sistema masa resorte (para el cual se conoce su frecuencia natural de vibrar)

X

y(t) = Yo sinw,t Y(x) = Y, sin
y = Yyw, cosw,t l
y(x,t) = Y(x) sinw;t,deformacion n en cualquier t

,deformacion n max
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1 mw,? ) = Y(x)w,coswqt
E,max = —m(yméx)? = ——Y,* 1 y =Yoo, 21
2 2 _ ., st 2 m
1 E.max = - | ymaxdm=——|[ Y (x)de
E,max = EkYo2 2 2 0,
1t (d?
Ecmax = Epymax E,max = —f El ad dx
Mo 2 P 2), dx?
n_ 2 2
) YO = EkYO Ecmax = Epmax
2o X e (L) 4
S m , LEN\Gz) 9 péEl 974E1
o ly2n T ml3 T mi3
Jy Y2() T dx

Notas:

1. Lafrecuencia calculada es la exacta, pues la curva sinusoidal utilizada es la verdadera
2. Sise usa como forma de deformaciéon maxima una parabola:

y(x, t) =Y, (%) (% — 1) sin wqt

se obtiene:

120E1 .
w.? = (20% mayor que el valor anterior en w;2y 10% en el valor de w,)
mi3

Cuando se usa la verdadera curva de deformacidon maxima se obtiene la frecuencia correcta. Para otra
curva la frecuencia determinada sera siempre mayor que la verdadera. Esto se explica por el hecho que
cualquier desviacion de la verdadera curva requiere restricciones externas adicionales actuando sobre el
sistema. Esto se traduce en un efecto rigidizante que aumenta w;

3. Comparando este resultado con un método de discretizacidn, que se vera posteriormente, el
cual consistente en dividir la barra en sub-elementos y en cada uno de sus extremos considerar
concentradas las masas, se obtiene:

Fig 1.34. Modelo de masas discretizadas
Método de Rayleigh aplicado a vigas con masas concentradas en ellas.
El método de Rayleigh se usa para estimar la frecuencia fundamental de una viga o eje con masas

concentradas (la masa del eje se considera despreciable respecto a las masas concentradas). Las fuerzas
que deforman la viga o eje cuando ella vibra son las fuerzas de inercia. Como estas fuerzas son
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proporcionales a la masa, la curva de deformacién asumida en este caso es la deformacidn estatica de la
viga 0 eje sometido a fuerzas iguales a los pesos de las masas concentradas, pero en direcciones
alejandose de sus posiciones de equilibrio, como se indica en la figura (las fuerzas de inercia tienen
dichas direcciones).

Tmag
M1 M fﬁj
- . | = | ¥>
- M-
\:fé;; \Té%(?z
&mlg im’g

Fig 1.35. Forma de deformacidon maxima supuesta igual a la deformacidn estatica de la viga sometida a
fuerzas proporcionales al peso de las masas discretas.

Ecmax (en su posicién de equilibrio)=Epmax (posicion de maxima deformacion)

1
E. = 50)12(1\’11}’12 + Myy,* + Msy3?)
1
E, = 59(M1Y1 + My, + M3ys)
Nota:

1. Las deformaciones y; se determinan utilizando las expresiones usadas en el curso de mecdnica

de sélidos.
2. La energia potencial fue determinada en este caso como el trabajo requerido para deformar la

viga a su posicion extrema, considerando que los y; ya han sido calculados

Ejemplo. Resolver el ejemplo anterior utilizando las ecuaciones de Lagrange.

Para resolver el problema se utilizara la forma de deformacidn mdaxima sinusoidal. La coordenada
independiente a utilizar sera q(t).

y(x, t) =Y(x)q(t) =Y, sin?q(t) q(t): Incognita

L 22 l ) 2
E.= lf Y2 (x)q'Z(t)de _ g“(t)m ( TDC)Z dx = g (t)my,
0 l

Yy sin—
2 21 ), \ostTr) &% 4
1t [(9%y Elm*q? (! X2 QPEIT*Y,’
Ep = EJ;)EI (W) dx = —2l4 J:) (YO Sll’lT) dx = —4[3
d <0EC) 0E,
dt\ g dq =0

mY,? __+Eln4yo _ o
2 9T 17

ElT*Y,
5 e Eln*
- W< = =
mY,? ml3

2
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1.6.- Vibraciones forzadas por movimiento de la base

Las vibraciones pueden ser generadas no solo por fuerzas variables en el tiempo, sino que también por
movimiento de sus puntos de apoyo (sismos, transmisiones de una maquina a otra, etc.). A continuacién
se analiza como se mueve la masa m cuando la base del resorte y amortiguador se mueve con un

desplazamiento dado por xu(t).

1.6.1 Ecuaciones del movimiento en funcidn del desplazamiento absoluto x(t) de la masa m.

b, }.(b, X

) \/\]C < JC(X—XD
’ C z - 7L
1 rre o(X—Xb)
Q) ()
i g e 7 /.

Fig 1.36. Coordenadas absolutas del movimiento
mX+cxX—xp) +k(x—x,) =0
m¥ + cx + kx = ¢y, + kx, = f7(t)
Si:
xXp = X,sint ; x, = 0X,cost

- f7(t) = cX,cos Nt + kX, sin Nt = X,/ c202 + kZsin(Qt + @) = F," sin(Qt + 0f)

Reemplazando en la ecuacién (1-11) se obtiene:

_ XpfRarv Rk 1+ [%]2
Xy = a =X, — ;
N Al e

Wnp Wn

1.6.2. Ecuaciones del movimiento en funcién del desplazamiento relativo x,. (t)

Reemplazando en las ecuaciones del movimiento:

x(6) = x,() + %, (t)

Se obtiene:
mi, + cxXp + kx, = —mX), = pesr(t)
Pesr(t) : representa la carga efectiva debido a la excitacién de los apoyos.
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Notas:
1. Las normas de severidad vibratoria en maquinas y personas limitan el valor de la aceleracion absoluta

a(t) con el objeto de limitar las fuerzas de inercia
2. Sin embargo, para determinar los esfuerzos en los elementos eldsticos es necesario determinar el

desplazamiento relativo, como se ilustra en el ejemplo siguiente.

3. Para determinar el desplazamiento relativo se pueden seguir dos caminos:
* Calcular el desplazamiento absoluto y luego: x,.(t) = x(t) + x,(t)
* Calcular x,.(t) de la ecuacidn anterior directamente.

Este ultimo método es mds corto y til

Ejemplo:

Estanque de masa M soportado por una barra circular de didmetro d. Determine el maximo esfuerzo
sobre la barra cuando actua un terremoto horizontal: x;, = X}, sin 2t. Considere sélo el movimiento
estacionario y desprecie la masa de la barra circular.

é} 8 f(O) =Mk, = MY X, sen (Y
: | X ) ’ t
m ] PO e !
S N2 777 | m
| 4’/“/ M r /)\\ /
,/ 17 7
i / — g .
J/I/ /fl/ — k’ {\ k|:£:_E1
/ < X
|
4
l—" b /7_L%’7 ﬁ/ij'/

Fig 1.37. Movimiento en funcién del desplazamiento relativo a la base
MX, + kx, = =M%, = M0?X,,sin 0t

. . - Fo/k 0*XpoM/k
Xro = desplazamiento relativo maximo = 5 = >

(&) - ()

Para generar el desplazamiento X, es equivalente que actle una fuerza estética: Fy=k X,. Esta fuerza
genera un momento flector maximo en la base de la barra dado por:
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Fold/2  02XpoMld/2
o = =

D&Y

1.7. APLICACION: AISLAMIENTO DE VIBRACIONES

El aislamiento de vibraciones en maquinas y estructuras tiene dos objetivos:

1.

Maquinas que generan por su funcionamiento altas fuerzas dinamicas se las aisla de su base
para reducir la magnitud de la fuerza transmitida de la maquina a su base soporte, figura a.
Mdquinas o instrumentos que requieren ser montados en bases que vibran con valores
inaceptables para el funcionamiento de la maquina o equipo, se aislan para reducir la magnitud
de las vibraciones transmitidas, figura b.

iF i\ f\. 7o
i x Xo
TR TETTLE maguing —
. "

Flementa ’l‘ Elernento ’J_‘
aislante K2 C wislante K2 C o
Khe

| Fundac 67 Fundacisn

P
iFf H f IF
io
figura b

figura a

Figura 1.38. Casos del aislamiento de vibraciones
a) Reduccion de la fuerza que transmite una mdaquina a su base
b) Reduccidn de las vibraciones transmitidas por el soporte

1.7.1. Reduccion de la magnitud de la fuerza transmitida de una maquina a su base.

Hay maquinas que generan, inherentes a su funcionamiento normal, fuerzas desbalanceadas grandes,
como ser:

ventiladores propensos a desbalancearse por acumulacion de polvo u particulas en sus alabes.
motores diesel, sobre todo aquéllos que tienen menos nimero de pistones

compresores alternativos

harneros vibratorios

chancadores

Para evitar que la fuerza se transmita en toda su magnitud a su base de apoyo (generando esfuerzos y
vibraciones en todo su alrededor), se coloca un elemento resiliente o eldstico entre base y maquina
llamado aislador de vibraciones, con el cual se espera que solo se transmita una parte de dicha fuerza.

El problema es entonces, determinar la rigidez k y amortiguamiento c de dicho elemento aislador para
que cumpla con lo anterior.
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Sea F = F, sin )t una fuerza que se genera en una maquina que se quiere aislar

Ft— fuerza transmitida a la base por el elemento elastico.
F, = cX + kX = X, [k sin(Qt — ©) + cQ cos(Qt — (D)

aO_VH_XOM2+ﬂQ = kX, 1+

Reemplazando el valor de X, de ecuacidn (1-11) y definiendo la transmisibilidad TR como el cuociente:

TR = Amplitud fuerza transmitida/ amplitud fuerza generada = F,y/F,

se obtiene :

_Fyp 1+[%]
=5 = o pent?
[1_(Kn)] +

En figura 1.39 se grafica ecuacion (1-18) utilizando £ como pardmetro
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Fig 1.39. Gréfico de la ecuacién de transmisibilidad

De la curva anterior se observa:

3.

El aislamiento de vibraciones sélo se produce para Q/w, > 2. Para valores menores de este
cuociente se produce una amplificacién de la fuerza transmitida. Es decir, la maquina transmite
mas fuerza a la base que la que transmitiria si ella se hubiese unido directamente a la base sin
aisladores.

Un elemento eldstico sin amortiguamiento es mds efectivo que uno con amortiguamiento. En
las empresas llaman equivocadamente amortiguadores a los aisladores, debido a la falta de
conocimientos.

Sin embargo, debe tenerse presente que una maquina que pase lentamente a través de la
resonancia requiere de algin grado de amortiguamiento.

A mayor Q/w, , menor es la transmisibilidad, y mejor es el aislamiento. Se podria pensar
entonces para aumentar este cuociente disminuir w,, disminuyendo significativamente k. Esto
sin embargo, esta limitado por el desplazamiento estatico al montar la maquina sobre los
aisladores. Debido al peso mg de la maquina:
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Xest = mg/k < valor compatible con el montaje de la maquina 6
< espacio entre espiras en el caso de un resorte

a)

Figura 1.40. Diferentes tipos de aisladores.

a) Aisladores que tienen un solo resorte

b) Aisladores que tienen un conjunto de resortes

c) Aisladores de corcho en canales para maquinas ligeras

d) Aisladores de capas continuas de corcho para maquinas pesadas
e) Aisladores de elastdmeros

EJEMPLO

Determine cuatro aisladores iguales a utilizar en un ventilador de masa 100 Kg que gira a 980 cpm (16.33
Hz), de manera que la fuerza transmitida a su base cuando el rotor se desbalancea sea la quinta parte de
la fuerza centrifuga que genera el desbalanceamiento.

1. Con el valor de la transmisibilidad requerida: T= 0.2 y suponiendo que el elastémero que se va a
utilizar como material aislante tiene un factor de amortiguamiento & =0.1, se determina de
figura 1.39, la razon:

Q/w, = frecuencia de la vibracién / frecuencia natural de la maquina sobre los aisladores
=27

De aqui se despeja el valor de la frecuencia natural requerida:
wy=Q/2,7=16.33Hz/2.7=6.05Hz
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2. Conocida la frecuencia natural requerida se determina de ella la rigidez del aislador requerida.
f.=V(K/M)/ (2r)
K=(2-m-f,)* M=(23.14- 6.05)* 100
K =144.500 N/m = Rigidez equivalente = 4- K,igador
Kaistador = 36.125 N/m

3. Los valores de rigideces mas cercanas que ofrece el catalogo para cada aislador son:

1) Kaisiador = 30.000 N/m
2) Kaislador =40.000 N/m

Se selecciona el de menor rigidez con lo cual la transmisibilidad serd menor que 0.2.
Observe que debido a la disponibilidad de valores discretos para la rigidez de los aisladores no se

requiere de exactitud en los calculos.

4. Verificacion de la deformacidn estética, Sestatico » d€ 10s resortes bajo el peso de la maquina.

Sestzitico = Peso / K
=100 Kg- 9.8 m/s” / 4-30.000 N/m = 8,2 mm

valor que se considera aceptable:

1.7.2. Reduccion de la transmisién del movimiento del soporte

Respecto a la figura 1.38b: sea x;, = X sin{2t, 0 el movimiento de la base donde se va a montar una
maquina. Es necesario para el buen funcionamiento de la mdquina que el movimiento de ella, es decir el
de la masa m sea menor que el movimiento de la masa. Para eso se coloca un elemento elastico entre
base y maquina. Determinar k y ¢ de dicho elemento.

El movimiento de la masa m, queda expresado como:

mx + cx + kx = ¢, + kx,,

y su solucidn, ver la ecuacion (1-17) es :

2
X 14 [ZEQ]
20 _ Wn =TR
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1.8.- Vibraciones forzadas con fuerza periddica cualquiera

1.8.1. Desarrollo de una funcidn periddica en una serie de Fourier:

Una funcién periddica x(t), acotada (energia finita) ,de periodo T, y frecuencia f, = 1 / Ty , puede ser
expresada mediante una serie de Fourier:

x(t) =ay + Z a, cosn2mfyt + Z b, sinn2nfyt = ay + Z X, sin(n2nfyt + @)
n=1 n=1 n=1

To
ag =— | x(t)dt: valor medio
To Jo
2 (To
a, =— | x(t)cosn2ufytdt
To Jo
2 (To
b, == | x(t)sinn2nfytdt
To Jo
X, = J|ap? + bn2 : Amplitud de la armoénica "n"
-1 an 7o n_n
@, = tan (b_> : Fase de la armonica "n
n

Espectros en frecuencia

El espectro (en frecuencias) de una funcion en el dominio tiempo x(t), es su representacion en el
dominio frecuencia. El espectro de funciones periddicas puede ser determinado a través de una
serie de Fourier. El andlisis de espectros es la técnica basica para diagnosticar problemas o fallas
en maquinas rotatorias.
Figura 1.41 muestra una funcién armdnica en el dominio tiempo y su correspondiente espectro. El
espectro indica que la funcion x(t) esta compuesta por una funcion sinusoidal de frecuencia foy
amplitud X mas un valor medio(frecuencia cero) de valor X,.

X(f) X(5)

Espectro Espectro
Xolg ({amplitudes) {(amplitudes)

Xo — = X @0 | —
-t < —If -7 —H -

7

Dominio tiempo Dominio frecuencia
Figura 1.41. Espectro de una funcién armodnica
Figura 1.42 muestra una funcién cuadrada en el dominio tiempo y su correspondiente espectro. El

espectro indica que la funcion x(t) estda compuesta por una serie de funciones armodnicas ,cuyas
frecuencias son multiplos de la frecuencia fundamental f, (f; = 1/ Ty , donde T, es el periodo de la
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funcion en el tiempo). Por la simetria que tiene esta funcidn, es que solo tiene los multiplos impares de
la fundamental.

Vo Ew XD
(}\_/ \\\ Pal /
A({ Xf\\x
Pt o i
wy \ LA )Kh‘\
{ /f - — I

i
\\ /' fo 3 fo 5 fo

-

Figura 1.42. Espectro de una funcién armodnica

Se observa que el espectro de una funcién periddica es un espectro llamado espectro a rayas, pues tiene
componentes solo a frecuencias discretas nfy (n=1,2,3...).

Una funcién no periddica puede ser considerada como periddica de periodo Ty = oo. Esto hace que la
separacion entre componentes f, tienda a cero y el espectro llegue a ser una funcién continua. El
espectro de una funcién cualesquiera puede ser determinado por su Transformada de Fourier.

x(f) = f_oo x(t)e /2t dt

En la practica se utiliza un algoritmo mas rapido computacionalmente, llamado FFT (Fast Fourier
Transform), la transformada rapida de Fourier. En MATLAB es muy facil de determinar a través del
comando “fft”.

Figura 1.43 muestra que las vibraciones que se generan en maquinas y estructuras pueden ser
clasificadas en periddicas y no-periddicas. Dentro de las periddicas estan divididas en armonica y
periddicas cualesquiera. El espectro de estas funciones es un espectro a rayas, es decir, esta compuesta
por componentes a frecuencias discretas.
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Figura 1.43. Clasificacidn de las vibraciones que se encuentran en maquinas y estructuras.

Las funciones no periddicas han sido clasificadas en figura 1.43 en transientes, aleatorias e impulsivas o
de impacto. Una vibracion transiente es la que solo dura un pequefio tiempo y luego desaparece. Los
espectros de todas las funciones no periddicas, no son espectros a rayas, sus espectros tienen una forma
continua sobre un rango de frecuencias en el espectro (se llaman por lo tanto, espectros de banda

ancha).

Las funciones aleatorias (random) o estocasticas son funciones no deterministicas, es decir, que si se
conoce una parte de la funcién en el tiempo, no es posible determinar cdmo continuara su forma a
posterior. Ejemplo de fuerzas aleatorias o vibraciones aleatorias son las que generan:

e el comportamiento turbulento en turbomaquinas ( bombas, turbinas, ventiladores, sopladores,

etc)

el rozamiento continuo
la cavitacién en bombas

las fuerzas que genera el aire sobre un avién
las fuerzas que genera el mar sobre un buque

los terremotos
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El espectro de una funcidn o vibracién aleatoria es un espectro de banda ancha sobre un amplio rango
de frecuencias. Para el caso de la cavitacion este rango de frecuencias es infinito. En la practica estos
espectros de vibraciones aleatorias se llaman “espectros de pasto” (es como ver un corte transversal de
un prado de pasto).

1.8.2. Respuesta del sistema ideal a una fuerza periédica cualquiera

Para determinar la respuesta del sistema ideal a una fuerza periddica cualquiera, se utilizan las mismas
ecuaciones anteriores desarrolladas para una fuerza armodnica. Para ello es necesario seguir los dos
pasos siguientes:
1. Expresar la fuerza de excitacidén en una serie de Fourier. Es decir reemplazar la fuerza periddica
por una suma de fuerzas armodnicas.
2. Como la respuesta a una fuerza armodnica es conocida, entonces utilizar el principio de
superposicion. Es decir, la respuesta total del sistema sera la suma de las respuestas individuales
obtenidas para cada una de las fuerzas arménicas que contiene la serie de Fourier.

ft)=Fy+ Z Fno sin(n2nfyt + @)
n=1
x(t) = x,.(8) + x,()+... +x, (1)
1.9.- Respuesta a una excitacion dinamica cualquiera

La respuesta del sistema ideal a una fuerza excitadora cualquiera puede determinarse utilizando el
principio de convolucién, el cual puede resumirse en los pasos siguientes:

1. Considerar la fuerza arbitraria como una serie de impulsos (como el achurado para t = en
figura 1.44). y determinar la respuesta a cada impulso.

2. La respuesta a un impulso es conocida, pues es equivalente a darle al sistema una velocidad
inicial (vibraciones libres).

3. Utilizar el principio de superposicion (sistema lineal) para sumar la contribucién de todos los
impulsos.

1.9.1.- Respuesta a una impulso m

Una fuerza impulsiva es una fuerza de gran magnitud que actia durante un tiempo muy pequeiio (el
significado de pequefio es definido mas formalmente mas adelante). El valor [ de un impulso esta
definido por:

f=ff(t)dt

La accién de un impulso de muy corta duracion, ver figura 1.44, es equivalente a comunicarle al sistema
una velocidad inicial, la cual puede ser determinada del teorema: impulso = variacion de la cantidad de
movimiento. Se obtiene entonces:
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Figura 1.44. Funcién impulso
x(0) = I/m

y por lo tanto, la respuesta del sistema ideal de acuerdo a ecuacion (1-5), sera:

x(0 [
x(t) = (—)e_z“’nt sinwyt =
(OF] mawg

e %@nt sin w4t

1.9.2.- Respuesta impulsional h(t)

La respuesta impulsional, h(t), de un sistema se define como la respuesta del sistema a un impulso
unitario. Por lo tanto, para el sistema ideal utilizando la ecuacién anterior se obtiene:

N e—Ewnt
®=—

sinwgt
d
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Figura 1.45. a)Excitacién cualquiera reemplazada utilizando una serie de impulsos
b) Respuesta a un impulso f(n)d n el que actua en el tiempo n

1.9.3.- Respuesta del sistema ideal a una fuerza cualquiera.

h(t) es la respuesta del sistema a un impulso 1, el cual actda para t=0. Para determinar la respuesta del
sistema para un impulso unitario actuando en t = ¢, solo es necesario realizar la traslacién de los ejes
coordenados, obteniéndose que la respuesta del sistema para un impulso unitario actuando en t =n, es
h(t- n). Por lo tanto, la respuesta dx(t) a un impulso f(n)dn, como el achurado en figura 1.44, sera f(n)dn
veces la respuesta al impulso unitario. Es decir:

dx(t) = f(m)dn - h(t—1)

Por lo tanto la respuesta del sistema a la fuerza arbitraria en un tiempo t cualquiera, serd la suma de las
respuestas a los impulsos elementales. Es decir:

t
x(t) = f £ h(t—mdn = £(O) * h(D
0

Esta integral es denominada la integral de convolucion, de superposicion o de Duhamel . El simbolo ( * )
indica producto de convolucién.

Nota: Debe tenerse presente que la ecuacion (1-22) da la respuesta total del sistema, es decir la
respuesta transiente mas la respuesta estacionaria. MATLAB determina esta expresidon por el
comando conv(h,t)
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Ejemplo:
Determine la respuesta total del sistema ideal no amortiguado a una fuerza f(t) = F,sinf2t, si el
desplazamiento y la velocidad inicial son cero.

e utilizando el procedimiento clasico

e utilizando el producto de convolucion

1. Utilizando las ecuaciones (1-1) y (1-11), se obtiene para la respuesta total:

: Fo/k
x(t) = Asinw,t + B cosw,t +ﬁsm[2t
1-(a;)
De x(0) = 0 se obtiene que B=0
De; x(0) = 0 se obtiene:
Fo/k Fol2/w, k
0= dw, + —2LX g g = - ToRIE

(& (2

Fo/k : Q2
x(t) =———— (sm.(lt — —sin Wnt>
- (55) .
wn
2. Utilizando la integral de Duhamel:

sinw, (t —n) q

mw, "

t t
x(t) = f f)h(t—m)dn = f F,sinnQ2
0 0
Utilizando: sinA - sin B = %[cos(A + B) — cos (A — B)]
t

Fy (¢
x(t) = T f cos [An + w,(t —n)]dn + f cos [An — w,(t —n)]dn
nJo 0

Fo/k : Q2
x(t) = ————|sinf2t — —sinw,t
0 n
1— (==

wn
Representacidn de un sistema lineal como una caja negra que actuando sobre la entrada da la salida; en
el dominio tiempo y en el dominio frecuencias a través de su funcion impulso y de su funcién respuesta
respectivamente.
Note que al pasar del dominio tiempo al dominio frecuencias a través de la transformada de Fourier el
producto de convolucién (*) se transforma en un producto simple (-)
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Figura 1.46. Representacion de un sistema lineal en el dominio tiempo y en el dominio frecuencias.

Dominio
Frecuencias
H(f) : respuesta
b4 estacionaria

1.10.- Respuesta del sistema ideal a una fuerza de impacto o impulsiva.

1.10.1. Excitacion impulsiva (o de impacto)

¢Cuando a una fuerza la llamaremos de impacto? No existe una definiciéon clara en la literatura,
generalmente se llama a una “transferencia rapida de energia” o “a la aplicacion rapida de una fuerza”.
La palabra “rapida” para que tenga significado debe ser referida a algo. Ella es generalmente referida a
su periodo natural de vibrar.

1.10.2. Espectros respuesta.

Para fines de disefio el ingeniero estd generalmente solo interesado en la fuerza maxima, que actua
sobre el elemento eldstico, pues es el dato que necesita para disefiarlo o seleccionarlo.

El grafico de los espectros de respuesta, es un grafico de la respuesta maxima del sistema, Xmax , para
diferentes tiempos de aplicacion de diferentes tipos transientes de fuerzas que se dan en la practica.
Conocido Xmax se determina

Fmax = k Xmax

Figura 1.47 muestra en un grafico adimensional Xi.x /(Fo/k) = Xmax / Xest , VErsus to/t, para tres tipos de
transientes : pulso rectangular, pulso triangular y pulso de forma sinusoidal. Fq es el valor maximo de la
fuerza actuando, tO es el tiempo de aplicaciéon de la fuerza y t, es el periodo natural de vibrar del
sistema.

La gran aplicacion de estos graficos en la practica es que permite determinar X, facilmente, de no
contar con ellos seria necesario realizar el largo cdlculo desarrollado en el ejemplo siguiente. De aqui, la
necesidad de poder contar con los graficos de los espectros respuesta.

Ver manuales de ingenieria para otros tipos de fuerzas actuando sobre sistemas con y sin
amortiguamiento.
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Figura 1.47. Espectros respuesta del sistema ideal no amortiguado para diferentes tipos de transientes

Ejemplo.

Determinar Xmax (maximo desplazamiento del sistema ideal no amortiguado) cuando sobre él actua un
pulso senoidal de amplitud FO y duracién t0, como se indica en figura 1.47.

El desplazamiento maximo se puede producir en la etapa I, mientras esta actuando la fuerza f(t), o en la
etapa Il de vibraciones libres una vez que la fuerza dejé de actuar.

Fase |: Mientras actua la fuerza f(t):

Mientras actua la fuerza f(t):

t
fl) = FosinT— = Fysinwyt
0

La respuesta total del sistema es:

. Wo .
F, sin wgt ——Osm w,t
0 Wn <

_— <
k [1_ﬂ]2] o=t=tho
wn

x(t) =
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Figura 1.48. Respuesta del sistema ideal a pulso sinusoidal

Fase II: Vibraciones libres con condiciones iniciales: x(t,), x(to)

_ X(to)
x(t) = sin wyt + x(ty)cos wpt t =t
n
Con:
Fo/k W
x(ty) = —#Z—Osin Wyt
kl1-(32) | “n
wn
. Fo wy
x(tg) = — (1 4+ coswpty)

Debe tenerse presente como se ilustra en figura 1.48 que dependiendo del tiempo de aplicacién de la
fuerza, el desplazamiento maximo se puede producir mientras actua la fuerza como se indica en la figura

a), o después que deja de actuar la fuerza, o sea en las vibraciones libres, como indica la figura b).

1.10.3. Espectros respuesta para el caso de un terremoto

Para disefiar una estructura antisismica, es usual utilizar los datos del mayor sismo registrado que ha
ocurrido en el mundo: El terremoto de El Centro, California, ocurrido el 18 de Mayo de 1940. Figura 1.50
muestra el registro de dicho terremoto. Se muestra la aceleracién del suelo en (g), la velocidad

vibratoria en (inch/s) y el desplazamiento vibratorio (inch).



Prof. Dr. MSc. Eduardo Salamanca H. Ingefﬂier-'a
Vibraciones Mecdanicas ME4701- Cap 1 aio 2010

y Ciencias
A Movimienio del equipo

\/ \/ Fugrza aplicada o

movmiento de la base

¥

i Fuerza aplicada o
— movmienfo de [o base

P

-1

Movimiento del equipo
/’\{\
| -
t 0 \—/ l\'\\ t

Figura 1.49. a) desplazamiento maximo mientras esta actuando la fuerza
b) desplazamiento maximo en las vibraciones libres (después que deja de actuar la fuerza)
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Figura 1.50. Terremoto del Centro.(EShock Vibration HandbookE, Cyril M. Harris, 3F ed., pag. 24-5, 24-7)

Valores maximos indicados en el grafico:
dm = 8,3 pulg.

vV, = 13,7 pulg/s

am=0,32g
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Figura 1.51 muestra los espectro respuesta del desplazamiento, velocidad y aceleracion, relativos a la
base, que experimenta el sistema ideal cuando la base de él esta sometido al al terremoto de El Centro,
para varios valores del factor de amortiguamiento .
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Figura 1.51. Espectros respuesta para movimiento de la base de un sistema de un grado de libertad con
terremoto de el Centro

De la figura 1.50 se puede obtener los movimientos relativos de la masa m:

D/d., = amplitud del desplazamiento relativo/ dm = 8,3 pulg.
V / V= seudo - velocidad (movimiento supuesto arménico) = w,D/ Vi, = 13,7 pulg/s
A/am = seudo - aceleracién = w, Vi = w,2D/ am = 0,32g

Nota: Un sistema de w, bajo corresponde a una masa grande y/o a un resorte poco rigido. En este caso
para w, muy bajos, D/d, >1,0 ; o sea , la maxima deformacion en el resorte = al maximo
desplazamiento del suelo (el suelo se mueve relativo a la masa y ésta no tiene tiempo para moverse). En
el otro extremo para w,, altos y resortes rigidos, la masa y suelo se mueven de la misma manera (tiene

igual aceleracion).

Ejemplo:

Figura 1.51 es la modelacidon de una estructura de un piso. La masa de la losa es m y la rigidez
transversal de cada viga es k/2. Para el sismo de El Centro actuando horizontalmente determine:

a) Desplazamiento relativo maximo
b) Fuerza de corte maximo sobre la viga elastica.

w 1840-32,2/1500
=== J / = 1Hz
2T 21

fn
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Figura 1.52. Modelacién de una estructura de un piso sometida a un sismo horizontal

a) Delafigura 1.51 se obtiene:

D
—= 0,45 - D =0,45-8,3 = 3,74 pulg.

dmA
—=12->4A=12-032=0,38g
am
1840%3,
b) f; =kD —W—573lb

1.10.4. Fuerzas de impacto

Es aparente que para cortas duraciones del impulso, digamos T, < T./2, lo importante para obtener la
respuesta es el valor del impulso y su forma tiene un efecto menor. Esto trae como consecuencia que en
la practica impulsos con duracién T, < T,/2 sean considerados como fuerzas de impacto, es decir, sea
equivalente a darle al sistema una velocidad inicial dada por:

Vi = fTo%d

1 (T, .
o t= Efo f(t)dt, parael caso de una fuerza impulso

T .
v = foo ap(t) dt, para un movimiento de la base a (t)

Esto se puede verificar en Figura 1.47 donde se ha trazado 2 rectas verticales que cumplen con to < T, .
Los valores entre paréntesis dan el valor de Xmax por unidad de impulso. Se consideré para ello Fy=1=
to=1, por lo tanto el impulso de el pulso rectangular es 1, el del triangular es 0,5 y el del sinusoidal es
0,707. Se observa que Xmax por unidad de impulso para la linea de to/ T, = 0,2 es 1,2; independiente de
la forma del pulso (para los 3 tipos de pulsos dio el mismo valor). Lo mismo sucede para lalineaaty/ T, =
0,2. Se obtiene el mismo valor 2 para los 3 tipos de pulsos. Lo mismo sucede para cualquiera otra linea
to/ T < 0.5. Es decir, la respuesta maxima no depende de la forma del impulso, o sea son fuerzas de
impulso.



