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1. Sea X 6= ∅, y δ la medida de Dirac sobre X con respecto al punto a, es decir, δ(A) =

{
1 si a ∈ A
0 si a /∈ A

. Muestre

que toda f : X → R es integrable y que
∫
fdδ = f(a).

2. Sea {µn} una sucesión creciente de medidas definidas sobre una semi-álgebra S, es decir, µn(A) ≤ µn+1(A)
para todo A ∈ S y para todo n. Defina µ : S → [0,∞] por µ(A) = sup{µn(A)} para cada A ∈ S. Muestre que
µ es una medida.

3. Sea S una semi-álgebra, y sea µ : S → [0,∞] una función de conjuntos tal que µ(A) < ∞ para algún A ∈ S.
Muestre que si µ es σ−aditiva, entonces µ es una medida.

4. Considere una función f : R → R no decreciente y continua a la izquierda. Considere µ : S → [0,∞) definida
por µ([a, b)) = f(b)− f(a), donde S es la semi-álgebra

S = {[a, b) : −∞ < a ≤ b <∞}.

Pruebe que µ es una medida.

5. Sea (X,S, µ) un espacio de medida, y sea A denso en R. Muestre que una función f : X → R es medible ssi
{x ∈ X : f(x) ≥ a} es medible para cada a ∈ A.

6. Dé un ejemplo de una función f no medible tal que |f | es medible y f−1(a) es medible para cada a ∈ R.
Indicación: Considere E un conjunto no Lebesgue medible de [0, 1] y defina f : [0, 1]→ R por

f(x) =

{
x si x ∈ E
−x si x ∈ [0, 1] \ E.

7. Muestre que si f : R→ R es continua c.t.p., entonces f es Lebesgue medible.

8. Sea f : R→ R una función diferenciable. Muestre que f ′ es Lebesgue medible.

9. Sea (X,S, µ) un espacio de medida y sea f : X → R una función medible. Muestre que:

a) |f |p es medible para todo p ≥ 0.

b) Si f(x) 6= 0 para cada x ∈ X, entonces 1/f es medible.

10. Sean {fn : X → R} una sucesión de funciones sobre un espacio de medida (X,S, µ). Muestre que los siguientes
conjuntos son medibles:

a) A = {x ∈ X : fn(x)→∞},
b) B = {x ∈ X : fn(x)→ −∞}, y

c) C = {x ∈ X : ĺım fn(x) existe en R}.

11. Sea (X,S, µ) un espacio de medida. Suponga que f : X → R es una función medible y g : R→ R es una función
continua. Muestre que g ◦ f es una función medible.

12. Sea F una familia no vaćıa de funciones continuas definidas sobre R tomando valores reales. Suponga que existe
g : R→ R tal que f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ R y para todo f ∈ F . Muestre que la función h : R→ R, definida
por

h(x) = sup{f(x) : f ∈ F}
es Lebesgue medible.
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13. Muestre que un conjunto E ⊂ R es Lebesgue medible si y sólo si para cada ε > 0 existe un cerrado F ⊂ R tal
que F ⊂ E y λ(E \ F ) < ε.

14. Muestre que si un subconjunto E de [0, 1] satisface λ(E) = 1, entonces E es denso en [0, 1].

15. Sea f : R→ R aditiva (es decir, f(x+ y) = f(x) + f(y) para todo x, y ∈ R) y Lebesgue medible. Muestre que
f es continua y por lo tanto f(x) = cx.

16. Sea E ⊂ R un conjunto Lebesgue medible de medida finita. Muestre que la función fE : R→ R, definida por

fE(x) = λ(E4(x+ E)),

es uniformemente continua.

17. Una función F : (a, b)→ R (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) se dice convexa si F (λs+ (1− λ)t) ≤ λF (s) + (1−λ)F (t) para
todo s, t ∈ (a, b) y λ ∈ (0, 1).

(i) Pruebe que F es convexa ssi para todo s, t, s′, t′ en (a, b) tal que s ≤ s′ < t′ y s < t ≤ t′,

F (t)− F (s)

t− s
≤ F (t′)− F (s′)

t′ − s′
.

(ii) Pruebe que F es convexa ssi F es absolutamente continua sobre cada subintervalo compacto de (a, b) y
que F ′ es creciente (sobre el conjunto donde está definida).

(iii) Pruebe que si F es convexa y t0 ∈ (a, b), entonces existe β ∈ R tal que F (t)−F (t0) ≥ β(t− t0) para todo
t ∈ (a, b).

(iv) Desigualdad de Jensen. Si (X,M, µ) es un espacio de medida con µ(X) = 1, g : X → (a, b) está en L1(µ),
y F es convexa en (a, b), entonces

F

(∫
gdµ

)
≤
∫
F ◦ gdµ.

Indicación: Considere t0 =
∫
gdµ, t = g(x) y aplique (iii).

18. Sea f una función integrable, y sean {En} una sucesión disjunta de conjuntos medibles de X. Pruebe que si
E = ∪∞n=1En, entonces ∫

E

fdµ =

∞∑
n=1

∫
En

fdµ.

19. Sea (X,S, µ) un espacio de medida y sea f, f1, f2, . . . funciones no negativas e integrables tal que fn → f c.t.p.
y ĺım

∫
fndµ =

∫
fdµ. Pruebe que si E es un conjunto medible, entonces

ĺım
n→∞

∫
E

fndµ =

∫
E

fdµ.

20. Sea f : [0,∞)→ R una función continua tal que ĺımx→∞ f(x) = δ. Muestre que ĺımn→∞
∫ a

0
f(nx)dx = aδ para

cada a > 0.
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