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Tarea 1

Entrega 19 de noviembre de 2010

1 siac A

. Sea X # (), y § la medida de Dirac sobre X con respecto al punto a, es decir, §(A4) = { . Muestre

0 siag¢ A
que toda f: X — R es integrable y que [ fdé = f(a).

. Sea {fn} una sucesién creciente de medidas definidas sobre una semi-dlgebra S, es decir, p,(A4) < pnt1(4)

para todo A € S y para todo n. Defina u: & — [0, 00] por p(A) = sup{u,(A)} para cada A € S. Muestre que
4 es una medida.

. Sea S una semi-dlgebra, y sea pu: S — [0, 00] una funcién de conjuntos tal que u(A) < oo para algin A € S.

Muestre que si u es o—aditiva, entonces u es una medida.

Considere una funcién f: R — R no decreciente y continua a la izquierda. Considere p: S — [0, 00) definida
por u([a,b)) = f(b) — f(a), donde S es la semi-dlgebra

S ={[a,b): —oc0o<a<b<oo}.
Pruebe que p es una medida.

Sea (X, S, 1) un espacio de medida, y sea A denso en R. Muestre que una funcién f: X — R es medible ssi
{z € X: f(z) > a} es medible para cada a € A.

Dé un ejemplo de una funcién f no medible tal que |f| es medible y f~!(a) es medible para cada a € R.
Indicacion: Considere E un conjunto no Lebesgue medible de [0, 1] y defina f: [0,1] — R por

T size FE
f@) = {—x sixze0,1]\ E.

Muestre que si f: R — R es continua c.t.p., entonces f es Lebesgue medible.
Sea f: R — R una funcién diferenciable. Muestre que f’ es Lebesgue medible.
Sea (X, S, ) un espacio de medida y sea f: X — R una funcién medible. Muestre que:

a) |f|P es medible para todo p > 0.
b) Si f(x) # 0 para cada « € X, entonces 1/f es medible.

Sean {f,: X — R} una sucesién de funciones sobre un espacio de medida (X, S, it). Muestre que los siguientes
conjuntos son medibles:

a) A={z e X: f,(x) = oo},

b) B={reX: fo(z) > —oo},y

¢) C={zr e X: lim f,(z) existe en R}.

Sea (X, S, p) un espacio de medida. Suponga que f: X — R es una funcién medible y g: R — R es una funcién
continua. Muestre que g o f es una funcién medible.

Sea F una familia no vacia de funciones continuas definidas sobre R tomando valores reales. Suponga que existe
g: R — R tal que f(z) < g(x) para todo z € R y para todo f € F. Muestre que la funcién h: R — R, definida
por

h(z) = sup{f(z): f € F}

es Lebesgue medible.
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Muestre que un conjunto E C R es Lebesgue medible si y sélo si para cada € > 0 existe un cerrado F' C R tal
que FCEyAME\F)<e.

Muestre que si un subconjunto E de [0, 1] satisface A(E) = 1, entonces E es denso en [0, 1].

Sea f: R — R aditiva (es decir, f(z +y) = f(x) + f(y) para todo x,y € R) y Lebesgue medible. Muestre que
f es continua y por lo tanto f(x) = cx.

Sea E C R un conjunto Lebesgue medible de medida finita. Muestre que la funcién fg: R — R, definida por
fe(z) = MEA(x + E)),
es uniformemente continua.

Una funcién F': (a,b) = R (—oo < a < b < 00) se dice convexa si F' (As + (1 — \)t) < AF(s)+ (1 —\)F(¢) para
todo s,t € (a,b) y A € (0,1).

(i) Pruebe que F es convexa ssi para todo s,t,s',t' en (a,b) tal que s < &' <t' y s <t <t

F(t)— F(s) < F(')— F(s)
t—s - t—s

(ii) Pruebe que F es convexa ssi F' es absolutamente continua sobre cada subintervalo compacto de (a,b) y
que F’ es creciente (sobre el conjunto donde estd definida).

(iii) Pruebe que si F' es convexa y to € (a,b), entonces existe 8 € R tal que F(t) — F(to) > B(t — to) para todo
t € (a,b).

(iv) Desigualdad de Jensen. Si (X, M, i) es un espacio de medida con u(X) =1, g: X — (a,b) estd en L (u),

y F' es convexa en (a,b), entonces
F(/gdu) §/Fogdu.

Indicacién: Considere to = [ gdu, t = g(x) y aplique (iii).

Sea f una funcién integrable, y sean {F,} una sucesién disjunta de conjuntos medibles de X. Pruebe que si

E = Uy B, entonces
oo
fan=3" [ fdn.

Sea (X,S, ) un espacio de medida y sea f, f1, fa,... funciones no negativas e integrables tal que f,, — f c.t.p.
y lim [ fodp = [ fdu. Pruebe que si E es un conjunto medible, entonces

lim fnd,u:/ fdp.

Sea f: [0,00) — R una funcién continua tal que lim,_,~ f(z) = 0. Muestre que lim,, foa f(nx)dx = ad para
cada a > 0.



