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P1. Sea C([0,1]) = C ([0,1];R) dotado de la norma usual

= méx |u(t)].
foa e tgl[gﬁ]\U()l

Considere E = {u € C ([0,1]) ; u(0) = 0}, de manera que E es un subespacio cerrado de C ([0, 1]). Considere
la forma lineal

fru€eEw f(u) :/0 u(t)dt.

a) Muestre que f € E’ y calcule || f||z-
b) ¢se puede encontrar u € F tal que |[ul| =1y f(u) = || fllz?

P2. Sea F una familia de operadores en L(FE, E) con E Banach reflexivo, y C C F un conjunto convexo, cerrado y
acotado en E. Suponga que
T(C)cC paratodoT € F

y que ST = TS para todo S,T € F. El objetivo de este problema es demostrar el Teorema del punto fijo de
Markov: Existe x € C tal que
T(x) =z paratodoT € F.

(i) Demuestre el Teorema del punto fijo de Markov.
Para ello siga el siguiente esquema.

(a) Para T € F defina
1
Tn:7(1+T+"'+Tn71)a n=12,....
n

Muestre que para todo n,m = 1,2,... se tiene que
T.5m(C) C T,(C) N S, (C), paratodo S,T € F,

(b) Use la parte (a) para probar que

M () Tu(C) #0.
n>1,TeF
Indicacion: Dote a E de la topologia o(E, E").

(¢) Seax € M, ysuponga queexiste T € Fy f € E' con (f, Tx—z) = 1. Deduzca la existencia, para cada
n > 1, de y, € C con la propiedad que n = (f, T™y,, — yn) = 0. Deduzca de esto una contradiccién, y
pruebe por ltimo el teorema.

(ii) Demuestre el Teorema del punto fijo de Markov.
Para ello siga el siguiente esquema alternativo.

(a) Pruebe que si T' € F entonces 3z € C tal que T(x) = x.
Indicacion: Por contradiccién, defina A := {(z,z)|z € C} C ExEyT :={(2,Tz) |z €C} CEXE.
Usando el teorema de Hahn-Banach pruebe que existen ¢1,¢5 € L(E;R) y a, 8 € R tales que

l(x) +la(x) <a< B<(y) +L(Ty) Vr,yeC.

Muestre que para z € C fijo lo(Tx) — la(x) > B — «, deduzca que lo(T"x) — la(z) > n(f —a) y
concluya.



(b) Para T,S € F defina Kr = {z € C|T(z) = z} y Kg = {& € C|S(z) = z}. Demuestre que
T(Kgs) C Kg, T|ks posse un punto fijo y por lo tanto K7 N Kg # (.

(c) Demuestre el Teorema del punto fijo de Markov.
Indicacion: Recuerde que K es compacto si y sélo si toda familia (F;),.; de subconjuntos cerrados
de K con la propiedad de la interseccién finita tiene intersecciéon no vacia.

P3. Sea E un e.v.n. Diremos que la norma || - || es estrictamente convexa si

[tz + (1 =yl <1,Va,y € Ex #y, [z = |yl =1, vt € (0,1).

Diremos que una funcién ¢: E — (—o0, +00] es estrictamente convexa si

etz + (1 —6)t) <te(x)+ (1 —-t)e(y) Ve,ye E,z#y, Vte (0,1).

Muestre que la norma |- || es estrictamente convexa si y sélo si la funcién () = ||x||? es estrictamente convexa.

P4. Sea (E,| - ||) un espacio de Banach. Para cada x € E definimos la aplicacién de dualidad por

Fa)={f € E's |f] = ll=ll ¥ {f,2) = [l]*}.

Muestre que
F(x)={f € B ; Ifll < ll=ll ¥ (f,2) = |*},
y deduzca que F'(x) es no vacio, convexo y cerrado.
Muestre que si E’ es estrictamente convexo, entonces F'(x) se reduce a un elemento.

Muestre que
1 1
F(z)={fe€F; §||y||2 - 5||$H2 > (f,y—a)Vy € E}.

Muestre que
(F(z) = F(y),x—y) =20 Vax,yekE

y deduzca que ,
(F(z) = F(y),z —y) = (=] = lyll)” Vz,yeE.

Suponga que E’ es estrictamente convexo. Sean x,y € F tales que
(F(z) = F(y),z —y) =0

Muestre que F(x) = F(y).



