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1. Borel-Cantelli. Sea (X,S, µ) un espacio de medida. Sea {Ek}∞k=1 una familia de conjuntos medibles y tales que

∞∑
k=1

µ(Ek) <∞.

a) Muestre que E := ĺım sup
k→∞

(Ek) es medible.

b) Pruebe que µ(E) = 0.
Indicación: Recuerde que E =

⋂∞
n=1

⋃
k≥nEk.

2. Sea {fn} una sucesión de funciones medibles sobre [0, 1] con |fn(x)| <∞ c.t.p.. Muestre que existe una sucesión
cn de números real positivos tales que

fn(x)

cn
→ 0 c.t.p.

Indicación: Considere cn tal que µ({x : |fn(x)/cn| < 1/n}) < 2−n, y aplique el lema de Borel-Cantelli.

3. Desigualdad de Tchebychev. Sea f ≥ 0 e integrable. Si α > 0 y Eα = {x : f(x) > α}. Pruebe que

µ(Eα) ≤ 1

α

∫
f.

4. Sean f > 0, E2k = {x : f(x) > 2k} y Fk = {x : 2k < f(x) ≤ 2k+1}. Si f es finita c.t.p., entonces

∞⋃
k=−∞

Fk = {f(x) > 0},

y los Fk son disjuntos.
Pruebe que f es integrable si y sólo si

∞∑
k=−∞

2kµ(Fk) <∞, si sólo si

∞∑
k=−∞

2kµ(E2k) <∞.

Use este resultado para verificar las siguientes afirmaciones.
Sean

f(x) =

{
|x|−a si |x| ≤ 1,

0 sino,

y

g(x) =

{
|x|−b si |x| > 1,

0 sino,

Entonces f es integrable sobre Rn si y sólo si a < n y g es integrable sobre Rn si y sólo si b > n.
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