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1. Borel-Cantelli. Sea (X, S, ) un espacio de medida. Sea {Ej}72 ; una familia de conjuntos medibles y tales que

Zu(Ek) < oo.

k=1

a) Muestre que F := limsup(E}) es medible.

k—o0
b) Pruebe que u(E) = 0.
Indicacion: Recuerde que E = (", Up>,, Ek.

2. Sea {f,} una sucesién de funciones medibles sobre [0, 1] con | f, ()| < oo c.t.p.. Muestre que existe una sucesién
¢n de niimeros real positivos tales que
fn(z)

M50 et
Cn

Indicacion: Considere ¢, tal que u({z : |fn(z)/cn| < 1/n}) < 277, y aplique el lema de Borel-Cantelli.

3. Desigualdad de Tchebychev. Sea f > 0 e integrable. Si a > 0y E, = {z: f(z) > a}. Pruebe que
(E<y [f
wEa) <~ [ f.
4. Sean f >0, Eor = {x: f(z) > 2F} y Fi, = {z: 2F < f(x) < 21}, Si f es finita c.t.p., entonces

U Fi={f2)>0},

k=—o0

v los F}, son disjuntos.
Pruebe que f es integrable si y sélo si

Z 2F1(Fy,) < o0, si sélo si Z 28 11( B ) < oo0.

k=—o00 k=—o0

Use este resultado para verificar las siguientes afirmaciones.

Sean
el siel <1,
flx) = { .
0 sino,
y
—b .
T si|xz|>1,
g<x>—{' o
0 sino,

Entonces f es integrable sobre R™ si y sélo si a < n y ¢ es integrable sobre R™ si y sélo si b > n.



