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Proposicion. Sean f,g dos funciones integrables sobre un intervalo [a,b]. Si F es una primitiva de f y G una
primitiva de g, entonces fG, Fg son integrables, y

b b
/ fGdx + / Fgdx = F(b)G(b) — G(a)G(a) =: [FG]".

Demostracion. F'y G son dos funciones continuas sobre el intervalo compacto [a,b], luego son acotadas por una
constante M y por lo tanto fG y Fg son integrables. Ademéas F'G es absolutamente continua y a variacién acotada.
En efecto:

[F(B)G(B) = F(a)G(e)| = [(F(B) = F(a))G(B) — F(a)(G(B) — G(a))|
< MIF(B) = F(a)| + M|G(B) — G(a)]

vélido sobre todo sub intervalo de [a, b]. Por otro lado
(FG) =F'G+FG = fG+Fg ct.p.

y usando la férmula generalizada de Newton-Leibniz,

b b b
/ fGdz + / Fgdr = / fG + Fgdz = [FG)"

O

Proposicién. Sea z: [a, 8] = R una funcién creciente y absolutamente continua, con a = x(a) y b= xz(8). Si f es
integrable sobre [a,b], entonces la funcidén f o xx’ es integrable sobre [a, ], y

b B
[ t@ie= [ sy o 1)

Demostracion. (i) La proposicién se verifica directamente si f es una funcién en escalera.
(ii) Probemos el siguiente resultado técnico: si E es un subconjunto despreciable de [a, b], entonces
D:={te€a,p]: z(t) e E y 2'(t) > 0}

es un subconjunto despreciable de [a, 8]. En efecto, existe una sucesién de intervalos abiertos I, de largo total
finito tal que cada x € E pertenece a una cantidad infinita de Ij. Luego las funciones

> xn (x(t)a(t) (2)
k=1

forma una sucesién creciente c.t.p., y las integrales definen una sucesion acotada. En efecto, utilizando la parte

(1) B n n b [ee]
0< / > xn (@) (t)dt = Z/ i, (@)dz <[] < oo,
@ k=177 k=1

k=1

y aplicando TCM, se concluye que la sucesién (2) converge c.t.p.. Pero (2) tiende a oo sobre todo punto t € D,
por lo tanto D es despreciable.



(iii) Supongamos que f € C7, y tomemos una sucesién ¢,, C Cy tal que ¢, 7 f c.t.p.. Sea E el conjunto despreciable
de puntos z € [a,b] donde ¢, - f(z), y consideremos el despreciable D anterior. Como z'(t) > 0 c.t.p., la
sucesién de funciones medibles

on(z(t)z'(t), n=1,2,...

es creciente c.t.p.. Ademads
pn(x(t))2’(t) = f(2(t)a'(t) ct.p. en [o, B].

En efecto, los puntos los puntos excepcionales pertenecen a D o al conjunto de puntos donde x no es derivable,
y los dos conjuntos son despreciables. Finalmente, las integrales convergen pues, utilizando (i),

/j on(z(t)z! (t)dt = /ab on(x)dz — /abf(x)dx,

Aplicando TCM, se concluye que (f o z)z’ es integrable y la igualdad (1) es cierta.



