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1. Sea E un espacio vectorial y ||-||1, || ||z dos normas en E tales que (E, || - ||1) v (E,]| - ||2) son Banach. Demuestre
que si existe C' > 0 tal que ||z||1 < C||z||2 para todo x € E, entonces existe C' > 0 tal que ||z|j2 < C'||z|1.

2. a) Pruebe que existe una constante K tal que |p’(0)| < K ff |p(t)|dt para todo polinomio p de grado menor
o igual a 100.

b) Sean £,: C([0,1];R) — R el funcional £,(z) = 2 3} o(£) - fol x(t)dt. Pruebe que £, es lineal continuo,
¢, (z) — 0 para todo = € C([0,1];R), pero ||¢,]|« no tiende a cero.

¢) Sea || - || una norma en C([0,1];R) con la cual es una Banach y supongamos que ||z,| — 0 implica
xn(t) — 0 para todo t € [0,1]. Pruebe que || - || es equivalente a la norma || - ||oo-
Indicacion: grafo cerrado.

3. En C([0,1],C) se define el producto interno y la norma

1 PR
(f.9) = / f@g@dz, (£l =D,

Para f € C([0,1],C) definimos también

[flloc = méx |f(t)

telo,1]

Sea X # () un subespacio vectorial de C([0,1],C) tal que (X, | |l2) sea completo.

a) Pruebe que existe M > 0 tal que || f|lcc < M| f]l2 para todo f € X.
Ind.: utilice el teorema del grafo cerrado.

b) Sea{fi,..., fn} un conjunto ortonormal en X. Para z = (21, ...,2,) € C™ definimos f,(¢t) = > i, z; fi(t).
Verifique

1f(0)] < MO Jai)/? Ve [0,1], Vo e C™
=1

¢) Deduzca que Y1, | fi(t)]> < M? Vt € [0,1]. Concluya que X tiene dimensién finita.

4. Sea (P el espacio de sucesiones complejas x = (xx)r>1 con [[x||, = (Yo, |m;€\p)% < 0.
(a) Sea X = {x: (kxy)r>1 € £'}. Probar que X C ¢! y que el operador T : X — ¢* dado por T'(x) = (kzy)k>1
es lineal y tiene grafo cerrado. Deducir que (X, | - ||1) no es completo.
(b) Sea ¢ € C una sucesién tal que el limite Y -, cxzy existe para todo x € ¢P. Probar que el funcional
l(z) = 7o cray estd en (€P)*.
(¢) Sea cui € C una matriz doblemente infinita (n,k = 1,2,...) tal que para todo x € /P y cadan > 1, el
limite y,, = Y 7o, CokTy existe y se tiene y = (y,,)n>1 € ¢". Probar que la aplicacién T : 7 — (" definida por
T(x) =y es lineal y continua.



5. Consideremos a continuacion el sistema numerable de ecuaciones lineales
o0
(S) Zk:lcnkxk - bn; n = 1, 2, .

con b = (b,)n>1 € ¢P. Suponemos que los coeficientes ¢, € C satisfacen P4)(c) con r = p y buscamos una
solucién x € ¢P. Supongamos p € (1,00) y sea ¢ tal que 1% + % =1.

(a) Probar que ||T < [3207, (323 [en|) 7] 7.

(b) Probar que si Y o7 [|[1—cnnl? + ZZ;H |cak|?]@ < 1 entonces (S) posee una tnica solucién la cual es una
funcién lineal continua de b.



