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Sea Y un subespacio cerrado de un espacio vectorial normado X. Para cada z € X, definimos la clase de x relativa
a Y como

z]={z€eX;(x—2)eY}={x+y;yecY}

Definimos el espacio cuociente X/Y = {[z]; x € X} dotado con la suma y multiplicacién por escalar definidas por
(2] + ] = [z +yl y Alz] = [Aa]

1.

10.

Pruebe que X/Y es un espacio vectorial y que ||[z]]| = inf{||y||; ¥ € [z]} convierte a X/Y es un espacio vectorial
normado.

. Pruebe que si Y es un subespacio cerrado de un espacio de Banach X, entonces X/Y es un espacio de Banach.

Pruebe que la distancia d(z) de un punto z = (z;) € £*° a ¢g es igual a limsup,_, . |x;|. Asi, la norma en £*° /¢
es ||[z]] = o sup,_... |z
Hint: Existe una cantidad finita de i’s tales que |z;| > limsup,_, . |z;| + &.

Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Banach X. Muestre que si X es separable, entonces Y y X/Y
son separables. Muestre que si Y y X/Y son separables, entonces X es separable.

Hint: Si{[z,]} es densoen X/Y y {z,} es denso en Y, escogiendo y,, € [z,,] y considerando {y,+z ; n, k € N},
obtenemos un denso en X.

Para Y C X, definimos el aniquilador de Y como Y+ = {f € X* f(y) = 0 para todo y € Y'}. Similarmente,
para Y C X* definimos Y, = {x € X; f(x) =0 para f € Y}.

. Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Banach X. Demuestre que (X/Y)* es isométrico a Y+ y que

Y* es isométrico a X*/Y*.
Hint: Considere las aplicaciones §: Y+ — (X/Y)* definida por §(z*): [z] — z*(z) y o: Y* — X* /Y definida
por o(y*) = { todas las extensiones de y* sobre X}.

Muestre que si Y es un subespacio de un espacio de Banach X y X* es separable, entonces Y* también lo es.
Hint: Recuerde que Y* es isomorfo al espacio separable X*/Y .

Sean XY espacios vectoriales normados, T € £(X,Y). Muestre que T': X/Ker(T) — Y definido por T'([z]) =
T'(x) es un operador lineal continuo.

Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Banach reflexivo X. Muestre que X/Y es reflexivo.
Hint: (X/Y)* =Y+ C X*y X* es reflexivo.

Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Banach X. Muestre que si Y y X/Y son reflexivos, entonces X
es reflexivo.

Hint: SiY es reflexivo, entonces Y es *-débil cerrado en X**. As{ Y = (Y1)L. Entonces X**/Y 1+ = (Y1)~
yY* = (X/Y)*, luego (Y1)* = (X/Y)** = X/Y. Consecuentemente X = X**.

Sea X un espacio de Banach reflexivo, ¥ un espacio de Banach y sea T' € L(X,Y) sobreyectivo. Muestre que
Y es reflexivo.
Hint: 'Y es isométrico a X/ Ker(T).



